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Resumen

Una de las aplicaciones més importantes del Calculo Diferencial son los problemas de
optimizacion, en los cuales se nos pide la manera 6ptima de lograr algo. Por ejemplo:
¢ Qué forma debera tener una lata para minimizar sus costos de fabricacion? ¢Cuél es
la aceleracion maxima de un trasbordador espacial? ¢Qué angulo deben formar los
vasos sanguineos al ramificarse, de modo que se minimice la energia consumida por el
corazon al bombear la sangre?

El primero en abordar matematicamente este tipo de preguntas fue el matematico
francés Pierre Fermat (1601 — 1665), quien redujo estos problemas a encontrar los
valores maximo y minimo de una funcion.

En la actualidad, los programas informaticos brindan una valiosa ayuda en el proceso
de ensefianza y aprendizaje de la Matematica.

El presente trabajo propone una metodologia de ensefianza del concepto de maximos y
minimos de funciones de una variable mediante el uso de un software como el Wolfram
Mathematica. Ademas, se mostraran los comandos necesarios para llevar a cabo las
simulaciones correspondientes a los ejemplos de aplicacion que se expondran.

La utilizacion de esta herramienta informatica para la ensefianza de estos temas, se
viene implementando en la asignatura de Caélculo Infinitesimal | con resultados
altamente satisfactorios.

Actasdel VII CIBEM ISSN 2301-0797 6351



&

v!l {!EFM Montevideao, Ur ..L|u:,-_1-

Ene 16 al 20 de setiembre de 2013

1. Antecedentes y metodologia

1.1 El problema de la tangente a una curva plana

La idea central en el estudio de extremos de funciones es la nocion de derivada. Al igual
que la integral, la derivada surgi6 por un problema de geometria: el problema de hallar
la recta tangente en un punto a una curva.

La palabra tangente proviene del vocablo latino tangens, que significa “tocar”. De este
modo, una tangente es una recta que “toca a la curva” y que se parece a ella en las
proximidades del punto donde la toca. Para una circunferencia, podriamos seguir la idea
de Euclides (330 a.C.- 275 a.C.) y afirmar que una tangente es una recta que interseca
dicha circunferencia s6lo una vez (Figura 1 a).Este concepto puede aplicarse también a
las elipses. Sin embargo, para otras curvas, la definicion de Euclides es inadecuada. Si
observamos la Figura 1 b), las rectas r y s pasan por un punto P de una curva C. La
recta r toca a C sblo una vez, pero resulta evidente que no se parece a lo que
consideramos una tangente. Por otra parte, la recta s se parece a una tangente, pero toca
a C dos veces.

{a) (b)

Figura 1. Ejemplo de rectas que “tocan” a una curva.

Gottfried Leibniz (1646-1716), en su primer trabajo sobre el Calculo (1684) describio la
recta tangente a la grafica de una funcion de una variable del siguiente modo:

Dada una funcion continua y= f(x) y P = (Xo, f(Xo)) un punto de su gréfica, podremos
hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto P, tan pronto
conozcamos su pendiente m. Para ello, calcularemos una aproximacion para m
eligiendo un punto cercano a P, por ejemplo, el punto Q = (Xo+h, f(Xo+h)), donde h es
un numero pequefo. De este modo, la pendiente mpq de la recta secante que une P con
Q seria una primera aproximacion de m. Es decir,

_ T +h) =F(%0) _ F(%+h) —T (%)
- X, +h—X, - h

PQ
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Mientras mas cerca estd Q de P, mas se parecera mpg a m. Diremos entonces que la
pendiente de la recta tangente es el limite de las pendientes de las rectas secantes.
Simbolicamente expresamos esto al escribir

m=Ilim m
Q—P PQ

s b

Figura 2. Rectas secantes que unen P con Q.

Pero que Q se acergue a P significa que h tiende a 0. En consecuencia,

m = lim foxg +h—FXy
h—0 h

Leibniz llam¢ a este limite “la derivada de la funcién fen x¢”, y la designo por:

df
—(X
75 )

Como Isaac Newton (1643-1727) habia llegado al mismo resultado, aunque con un
enfoque distinto, se suscitd una gran controversia, ya que ambos se adjudicaron la
autoria de este descubrimiento.

Por otro lado, unos afios antes, el matematico francés Pierre Fermat (1601 — 1665),
habia intentado determinar los maximos y minimos de ciertas funciones. Fermat
observo que en aquellos puntos donde la grafica de una funcion tiene un maximo o un
minimo, la recta tangente ha de ser horizontal. Esta idea, a pesar de ser tan simple, fue
la base tedrica que condujo a uno de los teoremas fundamentales del Calculo: “Los
extremos de una funcion sélo pueden ocurrir en los puntos donde la derivada se anula o

bien donde no es derivable”.
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1.2 Simulacion del problema de la recta tangente
En la siguiente simulacion, disefiada mediante el software Wolfram Mathematica 8.0, se
puede comprobar como la pendiente de la recta secante se aproxima a la pendiente de la

recta tangente. La Figura 3 muestra el correspondiente cédigo fuente.

Intupxetatiun[[f =0, min=90, max =0, rmin = -3, romax = 3, Tymin = -3, rymax = 3},
Panel [6ridf {{Style]* Ingrese 1a expresion de la fumcion®, Bald], SpanFromieft}, [*£(x}-=*, InputField|Dynamic[£f]]}.
{Style|*Ingrese el intervalo donde graficar®, Bold], SpanFromleft}.
{*Extremo izguierde del intervalo:*, ToputField[Dynamicfmin]]}. {*Extremo derecho del intervalo:®, InputField|Dynamic|max}]},
x:*, InputField|Dynamic|rxmin}]} ,
{*Rango maximo del Eje x:*, InputField|{Dyramic|rmmax|]}, [*Rango minize del Eje v:°, InputField[Dynamicfrymin]]}.
{*Rango maximo del Ejz v:*, InputField{Dynamic{rymax|]} }}].
Hani.yulate[&rafica =Plot]f, {x, min, max}, PlotStyle = {B6BCaloxr[0.701961, 0, 0]. Thickness[0.005]]];
(£1. fx—> {(01)})-(£/. x> x0})

n

{Style[*Rango de= los ejes’, Bold], SpanFroaleft}, {*Rango minimo del Eje

Secante :l'lot[(f I [x->x0}) + {t -x0), {t, x0-0.5, x0+ 1, Plotstyle {!hickness[0.00-!]}];

Derivada =D, x} /. {x+x0};
P =6raphics[{PointSize[Large], Point[{x0, £/. {x -> x0)}]. Text[Style['F", 6raylevel[0], Bold], [x0, (£/. {x=+x0}) + 0.5}]}];
Q =6raphics| {PointSize[Large], Pointf{x0 + k, £/. {x-> {x0+0)}}],
(£/. [x-> (x0+0)}} - (£/. [x->x0})
n -
Show|6rafica, Secante, 2, Q, Axes = True, xesOrigin = {0, 0}, ZxesLabel = {"x*, "v'], AxesStyle = Arrowheads|0.04],
PlotRange = {{rmin, romax), {rymin, rymax}}, ImageSize - {450, 400}],
Panel [*Interpretacion geometrica de Ia derivada de 1a funcian f en x0° |, Delimiter, {{x0, min, *Valor de x*}, min, max},

Delimiter, {h, 1, 0.000001]), Delimiter, {Pendiente }, Delimiter, {Derivada},

Text[Style[*Q", Graylevel[0], Bald], {x0 +h, (£/. [x= (x0<1)}) +0.5)]])]; Pendiente =

Panel[*Referencias: Pz (x0,f(x0)) Q= {x0+h, £{x0:h})"* ], ContralPlacement -> I.eft”

Figura 3. Cddigo fuente de la simulacion del problema de la recta tangente.

Como se observa en la Figura 4, a traves de un cuadro de didlogo se puede ingresar la

expresion de la funcion y el intervalo donde se la desea graficar.

Ingrese la expresion de la funcion

f[X]: | Xz |
Ingrese el intervalo donde graficar

Extremo izquierdo del intervalo: | -2 |

Extremo derecho delintervalo: |2 |
Rango de los ejes

Range minimo delEje = [-3 |
Rango médmo delEjex: |3 |
Rango minimo del Eje y: [-1 |
Rango médmo delEjey: |5 |

Figura 4. Ingreso dinamico de datos mediante un cuadro de diélogo.

La Figura 5 muestra como, haciendo uso de los controladores, para cualquier punto P de

la gréfica, la recta tangente en dicho punto es el limite de las rectas secantes.
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Figura 5. Simulacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién en cualquier punto P.

2. Ejemplos de aplicaciéon

Al poco tiempo de haber definido la derivada, se comprobd que no solo resolvia el
problema de la tangente, sino que se la podia emplear para localizar los valores
maximos y minimos de funciones. En esta seccion aplicaremos este concepto para
resolver situaciones de la vida real que conducen a la resolucion de problemas de

optimizacion.

2.1 Determinacion del &rea minima
Una péagina rectangular debe contener “k” cm? de impresion. Los margenes de la parte
superior e inferior han de ser de “b” cm, mientras que los margenes de la izquierda y
derecha deben medir “a” cm. ;Cuales deben ser las dimensiones de la pagina para que
se use la menor cantidad de papel?
Solucion
El &rea A a minimizar es

A=(x+2a)(y+2b) [1]
El area impresa dentro del margen esta dada por x y = k. Al despejar de esta ecuacion
“y”, resulta y = k / x. Sustituyendo esta ultima ecuacién en [1], se obtiene la siguiente
funcion a minimizar: A(x) =(x+2a)(k/x+2b)=k+2bx+2ak/x+4ab.

Debido a que x debe ser positiva, consideramos solo los valores x > 0. Para hallar el

- - 2ak f k
minimo, calculamos los puntos criticos: A’ (x)=0 = 2b - az =0=> x=+¢ aT :
X

o . . : . a k
El criterio de la derivada segunda confirma que A tiene un minimo cuando X = el
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De este modo, y= ———=. Luego, las dimensiones de la péagina deben ser:

Ancho = %+2a. Alto = L +2b.

ak

b
2.1.1 Simulacion del area minima
La siguiente figura se muestra el coédigo fuente que permite seleccionar el valor “k” del

area de impresion, como asi también los margenes “a” y “b”. Asimismo, muestra las

dimensiones que debera tener la pagina y su correspondiente disefio.

Manipulate[text =|Style[" Texto ", 9];

Area a
x = B
h
Area
¥ = i
x
Ancho =x+2a;
Alto =y+2h;
Hoja = Graphics|{EdgeForm| {Thickness[0.004], RGBColor[0.501961, 0, 0]}]. R6BColor[1, 1, 0.65008],
Rectangle[{0, 0}, {x+2a, ¥+ 2b}]|}];

Escrito =

Graphics[{Texture[text], Polygon[{{a, b}, {x+ a, b}, {x+ a, v+ b}, {a, v+ b}},
VertexTextureCoordinates 3+ {{a, b}, {x+ a, b}, {x+ a, y+ b}, {a, ¥+ b}}1}]:

flechal = 6raphics[{Arrowheads[{-.02, .02}], Arrow[{{x+2a +1, 0}, {x+2a +1, b}}], Text["b", {x+2a +1.7, b [2}]1}]:

flecha?2 = ¢raphics[{Arrowheads[{-.02, .02}], Arrow[{{x+2a +1, b}, {x+2a +1, y+b}}], Text['y", {x+2a +1.7, (y+2h) /2}]1}1;
flecha3 - Graphics|[{Arrowheads[{-.02, .02}], Arrow|[{{x+2a +1, y+h}, {x+2a +1, y+2b}}], Text['h", {x+2a +1.7, (2y+3 D) /2}]|}]:
flechad = 6raphics|[{Arrowheads[{-.02, .02}], Arrow[{{0, v+ 2b + 1}, {a, y+2b +1}}], Text["a", {a /2, v+ 2b +1.7}]1}]:

flechab = éraphics|[{Arrowheads[[-.02, .02}], Arrow|[{{a, y+2b + 1}, {x+a, y+2b+1}}], Text["x", {(x+2a) f2, y+2b+1.7}]}];:
flecha6 = 6raphics[{Arrowheads[{-.02, .02}], Arrow[{{x+a, ¥y+2h+1}, {x+2a, y+2b+1}}], Text['a", {(2x+3a) /2, ¥vy+2h+1.7}]}]:
Show[Hoja, Escrito, flechal, flecha?, flecha3, flechad, flechah, flechad, Axes - True, AxesStyle - Arrowheads[0.05],

AxesLabel -+ {"x (cm)", "v (cm)"}, AxesOrigin -+ {0, 0}, ImageSize + {450, 450}, PlotRange » {{-1, 50}, {0, 50}}],
Panel[“SelenciunE el valor del area de impresion (mnz)“ ], {area, 50, 400}, Panel|"Margen izquierdo y derecho {(cm):"],

{a, 1, 10}, Panel["Margen superior e inferior (cm):"], {b, 1, 10}, Delimiter, Panel|["Dimensiones de la pagina {cm):'],

{ancho}, Delimiter, {Alto}, ControlPlacement > Left]

Figura 6. Cadigo fuente para la simulacion de la minimizacion de la cantidad de papel.

Seteccone o valor cel drea de Impresdo fom©) ¥ (zm)
Margen aser o y ceyacho (om |

a z
- - - x - -

Margen superior e nfencr (cmj

b

Dimeraiones de la pagna (cm)

Archo 29071

Awn | 37,1377

= ¥ (om)

5} 10 20 30 a4

Figura 7. Simulacién de la minimizacion de la cantidad de papel.
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2.2 ¢Qué éangulo deben formar los vasos sanguineos al ramificarse, a fin de
minimizar la energia consumida por el corazon?

El sistema vascular consta de vasos (arterias, capilares y venas) que llevan la sangre
desde el corazdn hasta los drganos y de regreso a aquel. Este sistema tiene que trabajar
de manera que se minimice la energia consumida por el corazén al bombear la sangre.
En particular, esa energia se reduce cuando se baja la resistencia de la sangre. Una de
las Leyes de Poiseuille establece que la resistencia R de la sangre es
R=C %
r
Donde L es la longitud del vaso sanguineo, r es el radio y C es una constante positiva
determinada por la viscosidad de la sangre (Poiseuille establecio esta ley a nivel

experimental).

Fom ificosion vascular

Figura 8. Representacion gréafica de un vaso sanguineo y su ramificacion.

Si se aplica la Ley de Poiseuille a lo largo a lo largo de la trayectoria ABC del vaso

sanguineo, se puede demostrar que la resistencia total R de la sangre es

4
1 r2

R(@, b, 11, 15,6 =C [a'bcgtg(e) +bcosec(e)j

Donde a y b son las distancias que se ven en la figura 8 (se supone que r, < ry).

Considerando R s6lo como funcion de 0, se prueba que la resistencia se minimiza
cuando

cos(0) = E

r.4

1
2.2.1 Simulacién del angulo éptimo de ramificacion

La siguiente figura muestra la simulacion llevada a cabo para determinar el angulo
optimo de ramificacion de un vaso sanguineo. Para ello se introducen los siguientes

datos:
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L: longitud del vaso sanguineo principal. Rj: radio del vaso sanguineo principal
L,: longitud del vaso ramificado.  R»: radio del vaso sanguineo ramificado.

B: posicion a partir del cual se ramifica el vaso sanguineo.

LONQ O vaSD SANUNeo poncpd:

L1

Racko dd vano saguines prrcps:

Rl

Longtud de b ranficaciin del vaso sanaueo

2

Racka de @ ramificacin dd vaso sangueo
w2 ]

Posicidn conde e ramifica = vaso sanguineo

8

-

Bl &0 dptimo es (en grados)

Jargulo | 60,2088

Figura 9. Simulacién del angulo éptimo con R;= 0.6 y R,= 0.5

3. Conclusiones

La implementacion del uso de las simulaciones en el proceso de ensefianza-aprendizaje
en las carreras vinculadas con la Matematica, permite al estudiante visualizar y
comprender mucho mejor los conceptos teoricos. Por otro lado, reconcilia al alumno
con la materia y le brinda la posibilidad de aplicarla inmediatamente, desmitificando el
habitual prejuicio de que los contenidos no se ajustan a su realidad como profesional.
Esta metodologia de ensefianza se ha puesto en practica en algunos cursos de Calculo
Infinitesimal en una variable, con resultados altamente favorables y una notable

disminucion de la desercion de alumnos en esta asignatura.
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