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Resumen: Los cuaterniones son ndmeros complejos de 4 componentes. A pesar de poseer propiedades algebraicas y
operacionales muy buenas, poco después de su invencion fueron opacados por el desarrollo del calculo vectorial. Sin
embargo en estos Ultimos afios crece notablemente la cantidad de implementaciones de cuaterniones en diversas
disciplinas atraidas por notables ventajas relacionadas con la simplicidad, eficiencia y caracteristicas algebraicas. Este
trabajo detalla su uso en vision robotica para representar rotaciones y compara tiempos de calculo con otro método
tradicionalmente usado para este fin.
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1. INTRODUCCION

Los cuaterniones son nimeros hipercomplejos de cuatro componentes; una componente real y tres
componentes imaginarias. Se los puede denotar de la forma g = w + Xx.i +y.j + z.k con (X,y,z) vector en el
espacio, w parte real y (i,j,k) base imaginaria.

Los cuaterniones tienen una notacion compacta y son muy faciles de componer. Las operaciones usando
cuaterniones son muy eficientes en comparacion con las que usan matrices, ya que requieren menor
cantidad de operaciones basicas y menor espacio de almacenamiento. Conforman una representacion no
singular y solucionan el problema de “pérdida de dimensionalidad” conocido como gimbal lock (Salmeron
Quiroz et al., 2009a). Gracias a todo esto se los usa en aplicaciones que requieren rotaciones o ubicaciones
en el espacio bajo demanda en tiempo real.

Los cuaterniones forman una estructura de anillo con division, es decir, un anillo donde todos sus
elementos no nulos son inversibles. En particular, los cuaterniones forman estructura de anillo con divisién
no conmutativo. El conjunto de todos los cuaterniones de norma uno (llamados cuaterniones unitarios)
forman un grupo multiplicativo no conmutativo conocido como SU(2) el cual es isomoérfico con las
matrices complejas de 2x2 de determinante uno.

Fueron usados por la fisica a fines del Siglo XIX y principios del siglo XX. En estos tltimos afios vuelven
a ser tenidos en cuenta. Actualmente se usan en robética, vision artificial en 3D (interpretacion automatica
de imagenes digitales), navegacion aeroespacial, criptografia y demas. Si bien el desarrollo vectorial
posterior a la invencion de los cuaterniones dominé el estudio del espacio n-dimensional, el algebra de
cuaterniones posee ventajas notables si se desea trabajar en el espacio tridimensional. Gracias a ello, los
cuaterniones son usados en importantes implementaciones de diferentes disciplinas.

2. APLICACIONES DE CUATERNIONES

Gracias a su notacion compacta y al hecho de operarse mas rapido que mediante matrices, el
cuaternion estad siendo usado cada vez mas en implementaciones que requieran velocidad y eficiencia de
calculo. En Sanchez Pefia y Alonso (2010) se presentan ejemplos de control de navegacion aeroespacial.
En éste se presentan ejemplos de control de navegacion de vehiculos cohete sonda y de satélites de
observacién de la tierra usando cuaterniones. En Serrano et al. (2014) se presentan detalles del uso de
cuaterniones para la orientacion de vehiculos aeroespaciales. En Barcala et al. (2004) se presenta una
aplicacion de deteccion de plasticos para reciclado de residuos urbanos mediante analisis espectrografico.
El hecho de operarse mas rapido que con matrices y que aun el producto no sea conmutativo pueden ser
algunos de los argumentos por los cuales en los Gltimos afios se han presentado algunos trabajos de
criptografia usando cuaterniones. En Anand et al., (2009) se plantea el uso de cuaterniones y conjuntos de
Julia para generar claves simétricas en tiempo real para criptografia. En Shankar y Selvakumar (2014) se
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presenta la idea de combinar fracciones de Farey con las propiedades algebraicas de los cuaterniones para
obtener un esquema criptografico de alta seguridad.

El algoritmo de Shor (Shor, 1994) sobre computacién cuantica ha logrado reducir a tiempo polinémico la
complejidad de los problemas del logaritmo discreto y la factorizacion. Con ello deja de ser segura gran
parte de la criptografia clasica que hoy se encuentra en uso. Es interesante el desarrollo de nuevos
esquemas criptograficos que mediante el uso de algebras diferentes puedan ser inmunes a ataques
cuanticos.

Al poseer cuatro coordenadas, bien puede pensarse que un cuaternién puede aplicarse al universo, donde la
primera coordenada se usa para el tiempo y las tres complejas se usan para el espacio. Pero esto no es
directamente asi ya que el algebra cuaterniénica no cumple con algunos aspectos de la teoria de la
relatividad de Einstein (Rodriguez Bouza, 2012).

Una aplicacion muy extendida de los cuaterniones se da en el campo de la Vision en 3D y computacion
gréafica, orientada a localizacion, seguimiento y control automatizado de objetos (Salmerén Quiroz et al.,
2009b).

3. NOTACIONES Y OPERACIONES CON CUATERNIONES

Un cuaternién, como se dijo, es un namero hipercomplejo g = w + x.i +y.j + z.k donde i, j y k son
unidades imaginarias; y w, X, y, z son nimeros reales. También se lo suele denotar g = (w, v), conv = (X, Y,
7). Esta es la notacion vectorial, mientras que la notacion cartesiana es g = (W, X, Y, z).

La suma y resta de cuaterniones se define componente a componente.
El producto de dos cuaterniones q; = (W, X1, Y1, Z1) Y Q2= (Wa, X5, ¥, Z5), €S el cuaternidn gz = (1.0, = (Ws,
X3, Y3, Z3) €CON
W3 = W1.Wp - X1.X2- Y1.Y2 - 21.2

X3 = W1.Xg + X0.Wo + Y1.22 - Z1.Y

Y3 = Wi.Y2 - X1.Zp + Y1.W2 + Z1.X;

I3 = - Wi.Zp + X1.Y2 - Yi.Xo + Z1.W;
Como puede comprobarse facilmente, este producto no es conmutativo.
Si se representan los cuaterniones con g; = (W, V1) Y 02 = (W», V»), sin dificultad puede demostrarse que el
producto es gs = (WiW, — Vi-V,, WiVt WoVi+VixV,). Siendo 1os nimeros reales cuaterniones de la forma (w,
0), queda definido también el producto de un real por un cuaternién.
El con}'ugado del cuaternion q = (w, v) es " = (w, -v). La norma de un cuaternién se define como |q| =
(9.9)% = W2+ x® + y* + 29y un cuaternion unitario es aquel que tiene norma 1. Todo cuaternién
unitario se puede escribir en la forma q = (cos(c/2), v’.sen(a/2)) con v’ versor en R®.
De esta forma, un cuaternidn arbitrario g = (w, X, y, z) se puede denotar en notacion trigonométrica como
g=|qgl-(cos(a/2), v’.sen(a/2)) con v’ versor de v = (X,y,z) Y o = 2 arccos(w/|q]).
El inverso de un cuaternién es g = q.(1/|q/%) y entonces el cociente entre dos cuaterniones es q/q, = q1.0, ™.

4. REPRESENTACION ALGEBRAICA DE ROTACIONES

4.1, ROTACION CON CUATERNIONES

Los puntos en el espacio son representados con cuaterniones que tienen parte real nula, Ilamados
cuaterniones puros.
Los cuaterniones unitarios proporcionan una notacion matematica para representar las orientaciones y las
rotaciones de objetos en tres dimensiones. Un cuaternion unitario se puede denotar q = (cos(a/2),
v’.sen(a/2)), siendo v’ un versor en R®. Asi, todo cuaternién unitario define implicitamente una direccién
v’ y un angulo o, que puede asociarse a una rotacion alrededor del origen.
Puede demostrarse (Torres del Castillo, 1999) que siendo P un punto del espacio (o cuaternion puro), la
transformacion

T,(P) =q.P.q" (Ec. 1)

da el punto P’ = T4(P), que es la imagen de P por la rotacion con eje v’ un angulo o.



4.2.ROTACION CON MATRICES DE EULER
Uno de los métodos mas conocidos para representar rotaciones es usando los angulos de Euler. Una
matriz de rotacion se puede construir a partir de matrices de rotaciones basicas sobre los ejes cartesianos.
(Hughes, 2012). Asi, el producto R = R(z,. Riv,s)- Rix.«) de un @ngulo o alrededor del eje X, seguida de una
rotacién de un angulo B alrededor del eje Y y finalmente una rotacién con un angulo y alrededor del eje Z,
donde
1 0 0
Rixa) = [0 cos(a) —sen(a)
0 sen(a) cos(a)

)

cos(B) 0 sen(B)
; R(Y,[i‘) = [ 0 1 0 l
—sen(B) 0 cos(B)

cos (y) —sen (y) 0]

Razy) = [Sen (¥) cos(y) O
0 0 1

Este célculo representa un giro en sentido antihorario del sistema de referencias.
La desventaja mas importante de esta representacién es la ocurrencia de singularidades debido al gimbal
lock. Por este motivo, este método no es usado en aplicaciones automaticas.

4.3. MATRIZ DE ROTACION DE OLINDE RODRIGUES

La expresion de Olinde Rodrigues para la matriz de rotacién permite calcular la rotacién de un punto
un angulo o alrededor de un eje arbitrario en la direccion u = (uy, Uy, U,) (Serrano et al., 2014).
R

cos (g) + (1 —cos (g))ui Uylly, (1 — cos (%)) —u,sen(a) u,u, (1 — cos (;)) + u,sen(a)
= luyu, (1 — cos (%)) + u,sen(a) cos (%) + (1 —cos (g))uf, Uy, (1 — cos (g)) —u,sen(a)

Uy Uy, (1 — cos (g)) — uysen(a) UyUy (1 — cos (g)) + u,sen(a) cos (;) + (1 —cos (g))ug

Las coordenadas del punto P’, obtenido de rotar P un angulo « alrededor del eje cuya direccién viene dada
por el vector unitario u utilizando es P' = RP.

5. EXPERIMENTACION COMPARATIVA

En (Heuer y Chacon, 2015) se ha realizado una comparacién de rotaciones mediante cuaterniones y
matrices, centrdndose en la cantidad de operaciones bésicas y el uso de memoria.
En este trabajo, realizamos una experimentacion comparativa, focalizandonos en el tiempo que consume
cada enfoque en lograr 10000 rotaciones de puntos aleatorios del espacio, alrededor de ciertos vectores y
ciertos angulos. Se comparan el célculo mediante rotaciones y mediante la matriz de Olinde Rodrigues, ya
gue ambos métodos parten de los mismos datos (eje de rotacion y angulo).
Se implementaron los métodos en una netbook Acer Aspire One con procesador Intel Atom CPU Z520 a
1,33GHz con 2Gb de memoria RAM, bajo Ubuntu 10.04 LTS con nicleo Linux Debian. Se programé en
Python 2.6.
La Tabla 1 muestra los tiempos empleados para ejecutar 10.000 rotaciones de puntos aleatorios alrededor
de ciertos vectores y angulos.
El promedio de realizar 10.000 rotaciones de puntos aleatorios usado matrices emplea un tiempo promedio
de 4863 ms, mientras que realizar las mismas operaciones con cuaterniones usa en promedio 1285 ms.

6. CONCLUSIONES

Los cuaterniones se destacan por presentar una notacion compacta y numéricamente eficiente. Los
resultados experimentales aqui mostrados muestran categéricamente el impacto de estas ventajas: realizar
una rotacion mediante cuaterniones insume casi 25% del tiempo en comparacion con el uso de matrices de
rotacion, o lo que es similar: el uso de cuaterniones es aproximadamente cuatro veces mas rapido que el



uso de matrices. Puede entonces, resultar una buena idea, experimentar su uso en aplicaciones donde se
requiera un gran volumen de calculo en tiempo real, como es, por ejemplo, el seguimiento de un objeto por
visidn artificial o el desplazamiento de dispositivos autbnomos.

Tabla 1: Tiempo de calculo de 10.000 rotaciones usando matrices y cuaterniones.

Vector  Angulo Tiempo (en ms) Vector  Angulo Tiempo (en ms)
Matrices ~ Cuaterniones Matrices Cuaterniones

(1,0,0) 0° 4057 1048 (1,1,10) 20° 5019 1357
(1,0,0) 30° 4198 1265 (1,1,10) 50° 4916 1277
(1,0,0) 75° 4827 1267 (1,1,10) 95° 4818 1513
(1,0,0) 150° 4683 1168 (1,1,10) 170° 5659 1324
(1,0,0) 225° 4904 1292 (1,1,10) 245° 5112 1236
(2,2,1) 10° 5144 1357 (0,8,1) 30° 4870 1285
(2,2,1) 40° 4978 1369 (0,8,1) 60° 4759 1250
(2,2,1) 85° 5006 1172 (0,8,1) 105° 5017 1184
(2,2,1) 160° 5071 1372 (0,8,1) 180° 4502 1449
(2,2,1) 235° 5037 1267 (0,8,1) 255° 4695 1255
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