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Introduccion

Los estudiantes, mayoritariamente, consideran que los conceptos y propiedades trabajadas en
un curso son parte de una verdad matematica que deben aprender por medio del docente, a
quien conciben como el poseedor de esta verdad y el encargado de transmitirsela utilizando
lenguaje natural y simbolico. El primero generalmente se usa en el medio oral, siendo pocas
las veces que el docente lo utiliza por escrito en el pizarrén, opuesto a lo que ocurre con el
lenguaje simbolico.

En un proyecto de investigacion en curso? nos propusimos explorar el uso -del docente- de los
lenguajes natural y simbolico en sus medios oral y escrito al ensefiar un recorte de la verdad
matematica. El recorte incluye conceptos y propiedades de limite, continuidad y derivabilidad
pues demandan esfuerzo para su comprension y conllevan notacion simbélica compleja.

Para recolectar datos a partir de los cuales se pudiera obtener informacién de los lenguajes
natural y simbolico en ambos medios (oral y escrito en el pizarron), el instrumento elegido fue
la observacion no participante de clases de Analisis Matematico del primer afio del nivel
superior. Con el fin de captar la simultaneidad entre lo oral y escrito, se filmaron con audio
dichas clases. Presentamos en este trabajo los primeros avances realizados en esta linea,
limitando nuestros ejemplos —por cuestion de espacio- a conceptos vinculados con la nocion

de limite, previos a su ensefianza, que extrajimos de una de las clases observadas.

Marco tedrico
El marco tedrico utilizado toma centralmente a) elementos de las Teorias de la Verdad en

Matemética y en la clase de Matematica ([7], [1], [12]); b) lenguajes y registros, y c)
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conceptos del Enfoque Cognitivista que se muestran adecuados para estudiar cuestiones
referidas a la ensefianza de los conceptos del analisis, en particular, del limite. Resumimos, por
cuestiones de espacio, los dos ultimos, sin embargo dejamos referencias bibliograficas sobre el
primero.

Consideramos el lenguaje simbdlico en Matematica constituido por significantes matematicos
que son el conjunto de signos, simbolos, representaciones que se utilizan para expresar los
conceptos, propiedades, etc. matematicas. La Matematica -como institucion- tiene asociados a
estos significantes, significados aceptados en ella. El buen uso del lenguaje simbolico implica
conocer y utilizar adecuadamente los significantes matematicos con el significado
matematicamente aceptado Cabe notar que el buen uso de los significantes no asegura la
comprension matematica de las nociones pues una buena escritura simbdlica no garantiza que
los significados que el estudiante asocia sean correctos (ver ejemplos en Falsetti et. al (2004)).
El lenguaje natural se define en contraposicion al lenguaje simbdlico. En particular, y en
relacion con las caracteristicas comunicacionales (cercania o distancia entre las partes),
Halliday (1978) propone diferentes registros en los que se lleva a cabo el uso del lenguaje,
desde el registro vulgar, coloquial o informal y el formal. En la clase de Matematica suele
estar presente el registro formal y, algunos docentes utilizan el registro coloquial pues
entienden que de ese modo tienen mayor llegada a sus estudiantes y que éstos comprenden
mas. Finalmente consideramos la nocién de medio de Lyons, (1980). En particular, se
considera el medio oral o el medio escrito. Estas nociones se refieren a los canales elegidos
para establecer la comunicacion.

Queremos también tomar en consideracion, aunque debamos hacer una distincion en los
nombres de los conceptos, las nociones presentadas por Duval (1993): registros de
representacion semiotica y conversion de registros. Los registros de representacion semiotica
gue menciona Duval, y que han sido trabajados por gran cantidad de autores (por ejemplo Hitt
(2003)) son: el numerico, algebraico, grafico y coloquial. Como explica en el texto, un sistema
semidtico es considerado un registro de representacion si pueden darse tres actividades
cognitivas: a) la formacién de una representacién identificable, b) el tratamiento de una
representacion y c¢) la conversion de una representacion. Nuestro interés, orientado por los
propdsitos del trabajo, se centra en estudiar el uso que el docente hace en clases de la

conversion entre el registro coloquial al simbdlico y reciprocamente. Sefialamos la distincion



en el uso de las palabras “registro” y “coloquial” que se dan entre Duval y Halliday. Mientras
no haya confusion, nos referiremos a ellas sin explicitar con qué significado la tomamaos.

Respecto del Enfoque Cognitivista comenzamos considerando el articulo de Fusaro Pinto y
Tall (1999) en el que los autores estudian la construccién de mano de estudiantes de teoria
matematica. Tomamos de dicho trabajo las categorias que utilizan los autores, que les han
permitido diferenciar dos modos en que los estudiantes operan cuando trabajan con
definiciones tedricas: las que llaman asignar significado y extraer significado. Centralmente la
diferencia radica en qué es lo que el estudiante tiene en mente cuando trabaja con un concepto,
0 bien apela a su imagen conceptual del mismo o bien la definicion conceptual (nociones
debidas a Tall y Vinner (1981)). Si un estudiante apela a la imagen conceptual que tenga
construida de una nocion, correcta 0 no, completa o no, y a partir de ella construye una
definicion, esta asignando significados. Distinto es el caso en el que el estudiante parte de la
definicion conceptual de la nocion. En este caso, extrae significado cuando intenta
comprender cuestiones relativas a ella partiendo de una definicion matematicamente correcta.
Es decir, la asignacion de significados se construye a partir de ideas informales mientras que la

extraccion de significados de realiza partiendo de teoria formal.

Desarrollo y discusion

En el tipo de exploracion que hemos comenzado a realizar, encontramos unas primeras
caracterizaciones del uso de los lenguajes y sus registros por el docente, como las que
describimos a continuacion. Pueden incluso aparecer en distintos momentos de una misma
clase, o en clases diferentes.

Tipificacion 1: Explicacion clara y precisa en lengua natural (registro formal), en medio oral

sin explicacion intencional del lenguaje simbdlico (medio escrito)

El docente expresa oralmente “dos numeros reales son iguales cuando la distancia entre ellos
puede hacerse arbitrariamente chica”.

Simultaneamente registra en el pizarrén:

Sean a,b e R.

a=be Ve>0,a-b<e

Aqui el docente dice “la distancia es arbitrariamente chica” y no explica por qué se utiliza
épsilon, por qué es para todo épsilon, enuncia una implicacion y escribe una equivalencia, dice

distancia y escribe el modulo de la diferencia, etc. La explicacion oral puede resultar clara al




alumno, pero no da explicacion del uso de simbolos. En este caso, es probable que el
estudiante entienda la explicacion oral, copie del pizarron y no incluya aclaraciones. Al
estudiar fuera de la clase, como sus notas estan en lenguaje simbolico, si no logra extraer
significado de él, y no puede reconstruir lo ocurrido en clase, no comprenderia el tema. La
conversion entre el registro coloquial y el simbdlico no es atendida desde la ensefianza.

Tipificacion 2: Explicacion imprecisa en lengua natural (registro formal) en medio oral y en
simultaneo poca atencion al lenguaje simbolico (medio escrito). Al final del tema, correcto

uso del lenguaje simbdlico en el medio escrito.

Extraccion textual de la explicacién de un profesor sobre el concepto de punto de acumulacién
previo a la ensefianza del concepto de limite funcional.

Profesor: Este valor x (sefialando el del grafico siguiente) es punto de acumulacion, ¢por qué?
Porque pertenece al conjunto C, fijense que el conjunto C abarca muchos mas valores de los
que estan marcados en el entorno reducido, entonces este punto esta incluido dentro del azul
(se refiere al conjunto C) y también esta incluido dentro del entorno reducido.... Y también
esta incluido dentro del entorno reducido. O sea que otra de las condiciones que también
vamos a ver que después se puede anotar es que la interseccion del conjunto C con el entorno
reducido tiene que ser distinto del conjunto cero, o sea lo que podemos decir también es que
la interseccion del conjunto C, C interseccion el entorno reducido de a tiene que ser distinto
del conjunto vacio, o sea siempre tiene que haber un valor para que exista un punto de
acumulacion, ¢no?

En el pizarron queda escrito:

Punto de acumulacién

a es punto de acumulacionde C<3E(a)/(x e CAx e E'(a))

o C I X | N\ CnE(a)#3 = 3 punto de

I
'a-h & "a+h
acumulacion
... En el libro de Rabufetti hay varios ejemplos y explica como demostrar y demas, yo les hago
un comentario mas 0 menos para que tengan una idea aproximada. Igual creo que con lo que
estamos hablando alcanza y sobra para entender el concepto de por qué se habla de punto de
acumulacion en el caso de la definicion de limite. Se habla de punto de acumulacion, ¢por
qué? Porque el punto de acumulacion me permite considerar que yo excluya un punto que
estoy analizando, porque puede ser el centro del entorno reducido, sin embargo en los
costados, en las proximidades de ese punto va a haber alguno que satisface. Por eso es que
cuando uno plantea el limite para x tendiendo al valor, el valor este no se considera pero si se
consideran los valores que estan en las proximidades. Bueno, por aca ya terminamos con esta
parte ahora nos vamos a meter en lo que tiene que ver con limite de funciones.
Una alumna le pregunta por la notacion
Bueno, lo que te puedo dar como otros ejemplos de anotacion seria otra escritura como esta:
En el pizarrén queda escrito

a es punto de acumulacién de C<> vV h>03x/(x e CAO< |x—al <h)




Se observan aqui la serie de imprecisiones y errores que el docente expresa en lengua natural
(afirma que el punto de acumulacién debe pertenecer al conjunto, aparicion confusa de los
entornos, ninguna mencion de los cuantificadores, etc.) y en simultaneo el docente utiliza de
manera equivocada e imprecisa el lenguaje simbdlico. EI docente no pone atencién a la
explicacion de la conversion entre registros. En este caso, es muy probable que el estudiante
no haya comprendido el tema en clase a partir de la explicacion oral y, al intentar extraer
significado de las definiciones que copi0, encontrara contradicciones —si las advierte-. Es
altamente probable que al estudiar de los apuntes no pueda tampoco comprender el tema.

Tipificacidn 3: Explicacion correcta en lengua natural (registro formal) en medio oral casi

sin presencia de lenguaje simbolico (medio escrito).

Supdnganse que quiero analizar si el punto 4 es punto de acumulacion de los naturales,
entonces voy a tomar un entorno reducido, tomo un entorno reducido (y lo dibuja en el

- ’ h
arrén
piz ) N {( I A }
3 4 5

pero le aplico una pequefia condicién, digo que el valor h tiene que ser menor que 1, h sera
mayor que cero y menor que 1. Escribe:0<h<1

...el punto 4 no lo considero, tengo que considerar que dentro del entorno reducido de radio h
tiene que haber otro elemento que pertenezca al conjunto N. Si yo tomo que el radio es menor
que 1 no me toma el proximo numero natural, ¢no? ...Entonces si yo tomo el entorno
reducido, esto es un artificio que uno hace ¢no?, tomo un entorno reducido de un radio menor
que 1 entonces me aseguro que no va a entrar otro numero, no va a entrar ni por este extremo
natural, el 5 ni tampoco va a entrar el 3, (y sefiala nuevamente en la recta) en consecuencia el
4 no puede ser punto de acumulacién del conjunto de los naturales.

Es probable que este ejemplo, correcto en su explicacion oral no permita directamente al
alumno asignar significados al concepto de punto de acumulacién pues el docente presentd
aqui la negacion del concepto, explicando que un cierto valor no sera de acumulacion de un
conjunto. Es claro que la negacion de un concepto es parte importante a considerar para la
comprension del mismo y podria conformar parte de la imagen conceptual. En este contexto,
la nula presencia del lenguaje simbdlico probablemente no colabore con la construccion del
concepto. Distinto seria si el docente hubiera planteado en lengua natural “para justificar que
un cierto ¢ no es punto de acumulacién de C basta encontrar algin entorno reducido de c en el
cual no exista ningn punto del conjunto C”, escribiendo “c no es punto de acumulacion de C

si3h>0/V xtal que 0< |x—al <h se verifica que x ¢ C”.




El trabajo se encuentra en una etapa inicial de analisis, con el trabajo de campo concluido. Las
tipificaciones ejemplificadas son utilizadas en distintos momentos de una clase y en otras
clases, pero advertimos que no son las Unicas. Se manifiesta como problematica la poca
atencion dada a la conversion de registros y el escaso cuidado en el uso simultdneo de ambos

lenguajes, descuidandose uno u otro, segun el caso.
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