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Resumen:

El presente trabajo muestra la importancia que tienen los cuaterniones a la hora de
describir rotaciones en el espacio tridimensional. Estos ndmeros, que surgieron por
investigaciones del matematico irlandés William Rowan Hamilton, alla por el afio 1843,
se pueden utilizar como una alternativa al uso de los angulos de Euler para describir
como rota un objeto en R3. Dichos angulos se usan, en la actualidad, en la industria
aeroespacial.

Surgen las cuestiones, ¢como describir la rotacién de un objeto en el espacio a través de
cuaterniones?; ;se puede relacionar un cuaternién con los angulos de Euler?; ;de qué
manera?; ;como se relaciona un cuaternion con una matriz?

Para responder los interrogantes anteriores, lo primero que debe estudiarse es la
estructura algebraica del conjunto de cuaterniones. Para ello, y con el objeto de facilitar

la comprension de este trabajo, éste se ordena de la siguiente manera:

= Capitulo 1: Se introduce el concepto de cuaternion y su algebra: operaciones
entre cuaterniones y propiedades caracteristicas de los mismos.

= Capitulo 2: Estudio de las matrices ortogonales, obtencion y expresion de la
formula de Rodrigues en forma matricial, y como vincular esta formula con los
cuaterniones.

= Capitulo 3: Introduccion a los angulos de Euler y relacion con una matriz de
rotacion.

= Capitulo 4: Concepto de acelerometro. Uso del software Mathematica para
mostrar la rotacion de un teléfono mdvil a través de los angulos de Euler o de
cuaterniones.

= Capitulo 5: Se exponen algunas consideraciones finales a modo de cierre.

Palabras clave:

Cuaternion — Matriz ortogonal — Férmula de Rodrigues — Angulos de Euler —

Acelerometro — Mathematica



Capitulo 1

Introduccion a los cuaterniones

1.1. Cuaternionesy su algebra

Definicién 1.1.1. Un cuaternién, también Illamado numero hipercomplejo, viene dado

por la siguiente expresion:
q=a+bi+cj+dk (1.1
donde a, b, ¢, d son numeros reales e i, j, k son las tres unidades imaginarias.

Definicion 1.1.2. Dado un cuaternion q = a + bi + cj + dk, es posible representarlo
como:
q=a+7v=(ab,cd) (1.1)

donde a € R se denomina parte real y v = (b, c,d) € R3 parte vectorial del cuaternion

q.

Definicion 1.1.3. Al conjunto H de todas las expresiones formales dadas por (1.1) 6
(1.1°):
H={a+bi+cj+dk|ab,cd € R}

lo llamaremos el conjunto de los cuaterniones reales o nimeros de Hamilton.

Definicion 1.1.4. Un cuaternion q con parte real a = 0, tiene la forma q = bi + ¢j +
dk, y es llamado cuaternion puro. Denotaremos por M, al conjunto de todos los

cuaterniones puros:
H, = {bi+cj+dk|bc,d € R}

A continuacion se definiran las operaciones de sumay producto en H, y se analizaran

sus propiedades.



Definicion 1.1.5. Dados los cuaterniones q = ay + byi + coj + dok y p = a; + byi +

c1j + dyk, la suma esta definida por:

q+p:(ao+b0i+C0j+d0k)+(a1+b1i+C1j+d1k)

== (ao + a‘l) + (bo + bl)i + (CO + Cl)j + (do + dl)k

== (ao + al, bo + bll CO + Cl, do + dl)

La suma de cuaterniones satisface la propiedad conmutativa, es decir:

q+tp=p+q

Se demostrara esto ultimo. Siendo q = ay + byi + coj + doky p = a, +

bii + c;j + dk, se tiene que:

q+p = (ao +b0i+C0j+d0k) + (al +b1i+C1j+ dlk)

= (ao + al) + (bo + bl)i + (CO + Cl)j + (do + dl)k

= (a; +ay) + (by + by)i+ (c; +¢cp)j + (dy +dp)k

= (ay + byi + cij + d, k) + (ag + byl + coj + dok)

=p+q

También se verifica la propiedad asociativa de cuaterniones en la suma, o sea:

qg+(@+s)=(@Q+p)+s

Para demostrarlo, sean los cuaterniones q = ay + byi + coj + dok, p = a; + byi +
Clj + dlkyS = a2 + bzi + C2j + dzk



Se calcularé primero q + (p + s):

q + (p + S) = (ao + boi + Coj + dok) + ((a1 + bli + Clj + dlk) + (az + bzi + Czj + dzk))

= (ao + boi + Coj + dok) + ((al + az) + (bl + bz)i + (Cl + Cz)j + (dl + dz)k)

= (ao +a1 +a2) + (bo +b1 +b2)i+ (C0+C1 +C2)j+(d0+d1 +d2)k

Ahora se calculara (q + p) + s:

(q + p) +s= ((ao + boi + Coj + dok) + (a1 + bli + Clj + dlk)) + (az + bzi + Czj + dzk)

= ((ao + al) + (bo + bl)i + (CO + Cl)j + (do + dl)k) + (az + bzi + C2j + dzk)

= (ao +a1 +a2) + (bo +b1 +b2)i+ (C0+C1 +C2)j+(d0+d1 +d2)k

Porlotanto,q+ (p+s) = (g +p) +s.

Definicion 1.1.6. Dados los cuaterniones q = ay + bgi + coj + doky p = a; + byi +
c1j + dyk, el producto de g con p esté definido por:

qp == (aO + boi + Coj + dok) (al + bli + Clj + dlk)
= ao.a1 - bo.b1 - Co.C1 - do. dl + (a,o.bl + bo.al + Co.d1 - dO'Cl)i

+ (ag.¢; — by.dy + cg.a; + dy.by)j + (ag.dq + bg.c; — co.by + dg.a,)k

El producto de cuaterniones no satisface la propiedad conmutativa. En general, el
producto q.p no es igual a p.q.
Para demostrarlo sélo hace falta calcular p.q. Entonces, por la definicién anterior, se

tiene:

p. q = (a1 + bli + Clj + dlk) (ao + boi + Coj + dok)
=ay.a9 — by.by —cy.co —dy.dy + (a;.by + by.ag + ¢1.dy — dq.cp)i
+ (a;.cg — by.dog + c1.ag +dqi.by)j + (ay.dy + by.cg — ¢1. by + dq.ap)k



Se puede observar que los coeficientes de las unidades imaginarias de las dos
expresiones calculadas, son, en general, distintos, salvo casos especiales. Se demostro,

entonces, que q.p # p.q.

El producto de cuaterniones satisface la propiedad asociativa, es decir, se cumple que:

(q.p).s=q.(p-5)

Para demostrarlo, sean q =ay+ byi+cyj +dok, p=a,+bji+cj+dk y
s =a, + byi + cyj +d,k. Se calculard primero (q.p).s, teniendo en cuenta la
definicién 1.1.6:

(q.p)-s = ((ag + boi + coj + dok). (ay + byi + c1j + d1k)). (ay + byi + ¢z + dzk)
= ((ag.a; — by.by — cy.¢; —dy.dy) + (ag. by + bg.ay + co.dy — dy. )i
+ (ag.c; — bg.dy + cg.aq + dy. by)j
+ (ag.dq + bg.c; — co.by + dy.ay)k). (ay + byi + c,j + dyk)
= (ag-ay — bg. by — cy.c; —dy.dq1).a, — (ag.by + by.a; + cy.dy — dg.c1). by
— (ag.c; — by.dy + co.ay + dg.by).c; — (ag.dy + bg.c;y — co. by + dg.aq).d,

+ ((ao.a1 — by.by — cy.c; — dy.dy). by + (ag. by + bg.ay + co.dy — dy.cy). a5
+ (ag.¢; — by.dy + co.ay +dg.by).d, — (ag.dy + by.c; — Co. b1 + do.al).cz)i
+ ((ao.a1 — by.by — cy.¢c; —dy.dy).c; — (ag.by + by.ay + co.dy — dy.cy).d,
+ (@g.¢; — bo-dy + o ay + do. by).ay + (ag.dy + by.c; — co. by + dg.ay). by)j
+ ((ag-ay — bg. by — cg.¢; — dg.dy).dy + (ag.by + bg.ay + co.dy — dg.c1).C;

- (ao.cl - bO'dl + Co.al + dO'bl)'bZ + (ao.dl + bO'Cl - Co.b]_ + do.al).az)k

Ahora, se desarrollaran los productos de la parte real y de los coeficientes de i, j y k,

por separado, de la expresion (q.p).s.
La parte real de (q.p). s es:

(ag-ay —by.by —cy.c; — dy.dq1).a, — (ag.by + bg.ay + co.dy —dg.c1). by —
(ag.c; — by.dy + cy-ay +dgy.by).c; — (ag.dy + by.c; — co.by + dy.ay).dy =
ay.aq.0; — Ay.bg. by — ay.cy.c; — ay.dy.dy — ag.by. by — aq.by.b, — by.cy.dq +
b,.c;.dg —agy.cy.Cc3 + bg.C3.dy — aq.Ccy.C; — by.cy.dy —ag.di.dy — bg.c1.dy +

bl'CO'dZ - al.do.dz (12)



El coeficiente de i de (q.p). s es:

(ag-ay —by.by —cy.cy —dy.d1). by + (ag. by + by.a; + co.dy — dy.cq).a, +
(ag.¢; — bgy.dy + cy.ay +dy.by).dy — (ag.dy + bg.cy — Co. by +dy.aq).c; =
ag.ay.by — bg.by.by — by.co.¢; — by.dy.dy + ag.a,.b1 +aq.a,.by + ay.co.dy —
a,.cy.dy + ag.c;.dy — by.di.dy + ay.cy.dy + by.dy.dy, — ag.c,.dy — by.cq.cy +

bl'CO'CZ - al.Cz.dO (13)

El coeficiente de j de (q.p). s es:

(ag.-ay — by. by — co.¢; — dy.dy).c; — (ag.by + bg.ay + co.dy — dgy.c1).dy +
(ag.¢; —by.dy + cy.ay +dy.by).ay + (ag.dy + bg.c; — Co. by + dy.ay). b, =
Ay.Aq1.Cy — bg.by.Cc; —Cy.C1.Cp — Cp.dy.dy — ag.by.dy — ay.by.dy — Co.dy.dy +
ci1.do.dy +ag.ay.c4 —ay.by.dy +aq.a,.c9 + ay.by.dy + ay.by.dy + by.by.c; —

by.b,.co + a;.by.d, (1.4)

El coeficiente de k de (q.p). s es:

(ap.-ay — by. by — co.c; — dy.dy).dy + (ag. by + by.a; + cy.dy —dy.c1).c; —
(ag.¢1 — by.dy + cy-ay +dy.by). by, + (ag.dy + by.c; — co-by +dg.ay).a, =
ay-ay.dy — by.by.dy — cy.c1.dy — dy.dy.dy +ay.by.cy +a4.bg.Cy + Co.C.dy —
€1-Cp.dg — ag.by.cy + by.by.dy — ay.by.co — by.by.dy + ay.ay.dy + ay.by.cq —

a,.bi.co +ay.a,.dg (1.5)
Ahora se calculara q. (p. s), también utilizando la definicion 1.1.6:

q.(p.s) = (ag + boi + coj + dok). ((ay + byi + c1j + d1k). (az + byi + c,j + dyk))
=ay. (a;.ay; — by.by — ¢i.c; — dq.dy) — by.(ay. b, + by.ay + ¢;.dy — dy.cy)

—¢co.(a;.c; —by.dy +cy.ay +dy.by) —dy.(a;.dy + by.c; — . b, +dy.ay)

+ (ao. (ay.by + by.ay + ¢1.dy — dy. ;) + by. (ay.a; — by. by — ¢1.¢; — dy.dy)

+ co-(ar.dy + by.cy — ¢1. by + dy.ay) — do. (ay.c; — by.dy + c1.a5 + dy.by))i

+ (ao. (@y.co — by.dy + 1.0 + dy.by) — bg. (ay.dy + by.c; — ¢1.by + dy.ay)

+ co-(ar.ay — by.by — ¢y.¢; — dy.dy) + do. (@1. by + by.ay + ¢1.dy — dy.c,))j

+ (ay.(ay.dy + by.c; — ci.b; + dy.ay) + bg. (ay.¢c; — by.dy + ¢q.a; +dq.by)
—co.(ay. by + by.a, + ¢1.dy, —dy.c) +dy.(a.a, — by.by —ci.¢c, — dy.dy)k

Se desarrollan ahora los productos de la parte real y de los coeficientes de i, j y k, por

separado, de la expresion q. (p. s).



La parte real de q. (p. s) es:

ag.(ay.a, — by.by, —cy.c; —dy.dy) —by.(ay.by + by.ay +¢1.dy —dy.cy) —
co-(ay.c; —by.dy +cy.a, +dy.by) —dy.(ay.dy + by.c; —¢1.by +dq.ay) =
ay. 4.0, — ag.by. by — ag.c1.c; — ag.dy.dy — aq.bg. by — a,.bg. by — by.cy.d, +
by.cy.dy — aq.¢g. €3 + by.cy.dy — ay.co.c1 — by.co.dy — aq.dy.dy — by.cp.dg +

b2'cl'd0 - az.do.dl (16)

El coeficiente de i de q. (p. s) es:

ao.(ay.b, + by.a, + ¢y.dy —dy.c;) + by.(a;.a;, — by by — 1.0, —dq.dy) +
co-(ay.dy + by.c; —c1.by + dy.ay) —dy.(ay.c; — by.dy + ¢1.a, +dy.by) =
ay-ay.by +ay.a,.by +ag.c1.dy, —ay.cy.dy +a4.a5,.bg — by.by. by, — by.cq.Cy —
by.dy.d, + a;.cy.dy + by.cy.C; — by.co. €1 + ay.Co.dy — Aq.Co.dg + by.dy.dy —
a,.cy.dy — by.dy.d;y (1.7)

El coeficiente de j de q. (p.s) es:

ao. (ay.c; —by.dy +ci.ay +di.by) — by.(ay.dy + by.c; —C1.by +dq.ay) +
co-(ay.a, —by.by —ci.¢; —dy.dy) +dy.(ay.by + by.ay +¢;.dy, —dq.cy) =
ay.a4.Cy — ay.by.dy +ay.ay,. ¢4 + ag.by.dy —aq.by.dy, — by.by.Ccy + by. by cq —
a,.by.dy +ay.a5.c9 —by.by.cop — Cy.C1. €3 — Cp.dq.dy +aq.by.dy + ay.by.dg +

Cl'dO'dZ - C2.d0.d1 (1.8)

El coeficiente de k de q. (p. s) es:

ag.(ay.dy + by.cy — ci.b, +dy.ay) + by.(ay.¢; — by.dy, +¢y.a5 +dy.by) —
co-(a.b, + by.ay, +¢,.dy —dy.cy) +dy.(ag.a, —by.by, — .0 — dy.dy) =
ap-ay.dy +ag.by.c; —ag.by.c; +ay.a,.dy +aq.bg.c; — by.by.dy +ay.by.c; +
by.by.dy —ay.by.co — ay.by.cy — co-€1-dy + co.Cy.dy +aq.a,.dy — by.by.dy —

¢y Cy.dg — dy. dy. dy (1.9)

Se puede observar que (1.2) = (1.6), (1.3) = (1.7), (1.4) = (1.8) y (1.5) = (1.9). Por lo
tanto, se cumple que (g.p).s = q.(p.s).



Definicion 1.1.6°. Sean los cuaterniones q = (ay, ) y p = (a4, V). El producto, en este

caso, se puede escribir como:

q.p=a0.a1—l_l.1_7+a0.1_7+a1.1_l+1_l><1_7 (110)

a 24

La parte real es a = ay.a; —u.v y la parte vectorial es v’ = ay,. v+ a,. u + u X v. Se
indica con “.” el producto escalar y con “x " el producto vectorial.
Obviamente esta definicion coincide con la 1.1.6, ya que, si se llama u = (by, ¢y, dy) Y

U = (by,cq,dy):

q.p=0p.01 —UV+ ap.V+a;. U+ UXD
= ag.a1 — (b, ¢, do)- (b1, ¢1,d1) + ag(by, c1,d1) + a;(by, co, do)
+ (bo, co, do) X (by,¢q,dy) =
=ag.ay — bg.b; —cy.cy —dpy.dy
+ ((ag. by + bg-ay + co.dy — dg.¢1), (ag.c; — bo.dy + co. a4
+dg.by), (@g.dy + bg.c; — co. by + dg. 1))
= ag.aq — by. by — cg.c; —dy.dy + (ag. by + bg.ay + cg.dy — dy. )i

+ (ag.¢; — by.dy + cg.a; + dy.by)j + (ag-dq + bg.c; — co. by + dg.a,)k

Con esta notacion del producto es facil ver la no conmutatividad del producto, ya que

q.p=0a9.0 —U.V+ ag.V+a. U+t UXv

P.q=a,.0ap—v. U+ a,.u+tay.v+ovXxXu=

=a0.a1_1_l.1_7+ a0.1_7+a1.1_l_ﬁ><1_7

son distintos, a menos que u X v = 0.
Sean ahora los cuaterniones béasicos (la unidad real y las unidades imaginarias):



Utilizando la definicién 1.1.6, se observa que:

ij=k=—ji jk=i=-kj ki=j=-ik (1.11)

Por la misma definicién, las tres unidades imaginarias i, j, k tienen cuadrado igual a —1,

0 Sea.

iZ=j*=kK=-1 (1.11)

Ademas, al aplicar la propiedad asociativa y teniendo en cuenta las ecuaciones (1.11), se

verifica que i.j. k = —1, ya que:

ijk=(@j)k=kk=k=—1

Se agrega, finalmente, que siendo g, p y s cuaterniones, se cumplen las siguientes

propiedades distributivas:
qp+s)=q.p+q.s
(p+s)g=p.q+s.q
Sean los cuaterniones q = ag + boi + coj +dok, p=a, +bji+cj+dky s=
a, + byi + c,j + d,k. Se demostrard la primera propiedad distributiva, utilizando la
definicion 1.1.6.
q. (p + S) = (ao + boi + Coj + dok) ((al + bli + Clj + dlk) + (az + bzi + Czj + dzk))
= (aO + boi + Coj + dok) ((al + az) + (bl + bz)i + (Cl + Cz)j + (dl + dz)k)
= ag.(ay + az) — by. (by + by) — co. (¢1 + ¢3) — dy. (dy + dp)
+ (ag. (by + by) + by. (a1 + az) + co. (dy + d3) — do. (c1 + ¢3))i

+ (ag. (c1 + ¢3) — by. (dy + d3) + ¢o. (ay + a3) + dg. (by + by))j

+ (aq- (dy + d3) + by (¢ + ¢3) — ¢o. (by + by) + dy. (a1 + ay))k



= (ag.a; — bg-by — cy.¢c1 — dgy.dq + (ag. by + by.ay + co.dy — dg. c1)i
+ (ag.c; — by.dy + cg.a; + dy.by)j + (ag-dy + bg.c; — co. by + dy.a;1)k)
+ (ag.-a, — by. by — cy.c; — dy.dy + (ag. by + bg.ay + co.dy, — dy. c3)i
+ (ag.cy — by.dy + cg.ay + dg.by)j + (ag.dy + bg.cy — co. by + dy. ay)k)

=q.p+q.s

Ahora se demuestra, también utilizando la definicién 1.1.6, la segunda propiedad

distributiva.
(P +5).q=((a; + az) + (by + by)i+ (c1 + c,)j + (dy + dp)k). (ag + boi + coj + dok)
= (a; + ay).ag — (by + by).bg — (c1 +¢3).co — (dy + d3).dy
+ ((ay + az). by + (by + by).ag + (c1 + c3).do — (dy + d3). )i
+ ((ay + az).co — (by + by).dg + (c1 + ¢3). ag + (dy + d3). by)j

+ ((ay + az).dg + (by + by).co — (¢ + ¢3). by + (dy + d3).a0)k

.ag+ ay.ag —by1.by — by.bg —Ccy.co — Cp.cop — dq.dy — dy.dy

I
Q
S

+ (a1.bg + ay.by + by.ag + by.ag + c1.dg + cp.dg — dq.co — dy.Co)i
+ (ai.co+az.co—by.dy —by.dg + c1.ag + c3.a9 + dy. by + dy. by)j
+ (ay.dg + ay.dg + by.cy + by.co —C1.by — Co. by + dy.ag + dy.ag)k

= (ay.a9 —by.bg — c1.co — dq.dg + (ay.bg + by.ag + . dy — dq. )i
+ (ay.co — by.dg + ¢1.ag + dy.by)j + (a1.dg + by.cy — ¢1. by + dy. ag)k)

+ (az.ag — by.by — cy.co — dy.dy + (ay. by + by.ag + cy.dy — dy.cp)i
+ (ay.co — by.dg + c3.a9 + dy. bgy)j + (ay.dy + by.co — 3. b + dy.ag)k)

=p.q+s.q
La expresion del producto de cuaterniones puede obtenerse a partir de la propiedad
distributiva y las ecuaciones 1.11 y 1.11°. Sean q = ay + byi + coj + dok, p = a; +

bii + c;j + d k. Entonces:

q.p = (ag + bgi + coj + dok). (a; + byi + cyj + di k)

10



= agaq + agbyi + agcyj + apgd k + abyi — boby + bycqij + bydqik + a;cyj
+ COblji - C0C1 + COdljk + aldok + doblki + doclkj - dodl

= aga; + agbi + agcij + agdik + a byl — byby + bocik — bydyj + a,cyj
— cobi1k — cycq + codqi + a;dok + doybyj — dycyi — dod,
= aoal - bObl - COC1 - dOdl + (aobl + a1b0 + COdl - docl)i

+ (agcy — body + aycy + doby)j + (agd; + bycy — coby + a1dy)k

Definicion 1.1.7. La multiplicacion de un cuaternion q = ay + byi + coj + dyk por un

namero real A distinto de cero, esta definida por:

Aq = A (ao + boi + Coj + dok)

Aca si se cumple la propiedad conmutativa del producto entre un cuaternion q y un
namero real A.
Ahora, por la definicion 1.1.2, se puede representar al cuaternion g como q = a, + V.

Si se lo multiplica por un namero real A distinto de cero, se tiene que:

Aq=2A(ay+V)=2a, + v

Definicion 1.1.8. El conjugado del cuaternion q = ay + byi + cyj + dyk se define por:

q = ay — byl — ¢oj — dyk,

Se satisfacen las siguientes propiedades relacionadas con el conjugado de un cuaternion

q.

Propiedad 1.1.1. g = q

Demostracion. Sea q = ay + byi + c,j + dyk. Entonces, por definicion de
conjugado, se tiene que q = ay — byi — coj — dyk. Ahora se calcula q:

q = ao — (=boi) — (—cof) — (—dok) = ag + boi + coj + dok =q =
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Propiedad 1.1.2. q.p = p.q

Demostracion. Sean q = ay + byi + coj +dok y p = ay + byi + ¢j + d; k.
Entonces:

qp = a0a1 - bObl - COC1 - d0d1 + (a0b1 + a1b0 + C0d1 - docl)i
+ (aocl - bOdl + a1C0 + dobl)j + (a0d1 + b0C1 - Cobl + aldo)k

Por lo tanto, se tiene que:

q.p = apa; — bob; — cocy — dody — (aghy + a,by + cody — docy)i — (ape; —

bodl + alco + dobl)j - (aodl + bocl - CObl + aldo)k

== aoal - b0b1 - COC1 - dOdl + (—a0b1 - a1b0 - COdl + docl)i

+ (_a’Ocl + bOdl - a1C0 - dObl)j + (_aodl - b0C1 + C0b1 - a’ldO)k
Se calculara ahora p.q. Se tiene:
p.q = (a; — byi — c1j — dqk). (ag — bol — coj — dok)
= alao - blbO - C]_CO - dldo + (_boal - blao + Cldo - d]_CO)i
+ (_Coal - bldo - Clao + dlbo)j + (_doal + b1C0 - Clbo - dlao)k
= a1a0 - blbO - C1C0 - d1d0 + (_blao - albo - d]_CO + Cldo)i
+ (_Clao + dlbO - a]_CO - bldo)j + (—d1a0 - ClbO + b1C0 - aldo)k
Asi quedo demostrado que q.p = p.q

Propiedad 1.1.2°. 1.q = 1.

Demostracion. Sea q = ay + byi + cyj + dyk y A un nimero real. Entonces:

/1.q = A. (ao + bol + C0] + dok) == /1. aO + (/1. bo)l + (/1. Co)] + (A. do)k

= A ao - (A bo)i - (A Co)j - (A do)k = ). (ao - boi - Coj - dok) == /16 |
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Propiedad 1.1.3. . =q.q = a,? + boz + ¢ + d02

Demostracion. Sean q = ay + bgi + coj + dok Y q = ag — byi — cyj — dok .
Entonces:

q.q = (ay + boi + coj + dok)(ag — boi — coj — dok)

= ay? — aghoi — agcoj — agdok + agbyi + b02 — bocyij — bodyik + cyagj

- Coboji + C02 - Codojk + doaok - doboki - doCij + doz

= a02 - aoboi - a0C0j - aodok + aoboi + bOZ - bOCOk + bodoj + a()COj
+ Cobok + C02 - Codoi + aodok - doboj + d0C0i + doz

= a02 + boz + COZ + dOZ

Ahora se desarrollara q. q:

q.q = (ag — byi — coj — dok). (ag + byi + coj + dok)

= ay? + aghyi + agcoj + agdok — agbyi + boz — bocyij — bodyik — cyanj

- Coboji + COZ - Codojk - aodok - doboki - doCij + doz

= aoz + agbyi + agcoj + agdok — agbyi + boz — bocok + bydyj — agcoj + cobok

+ COZ - Codoi - aodok - doboj + dOCOi + d02

= a02 + boz + COZ + dOZ

Se demostré que q.q = q.q. Acé si se cumple la propiedad conmutativa del producto

de cuaterniones.
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Definicion 1.1.9. Sea q € H. Definimos la norma de q por:

lqll = va.q = Jaoz + by’ +co? +do”

0, equivalentemente, ||ql|2 = q.G = a2 + by° + co% + d,°.

A continuacion se demostraran tres propiedades importantes de la norma de un

cuaternion q.

Propiedad 1.1.4. ||q|l = |Iql|

Demostracion. Por definicion, se tiene que ||q|| = v/q.q. Por la propiedad 1.1.1,
q = q. Entonces /q.q9 = ,/q.q. Ahora, por la propiedad 1.1.3, g.q = q.q. Por lo

tanto, Igll = Vg.9 =Va.a=/ag=llqll =

Propiedad 1.1.5. [lq. pll = liqll- lIpl|

Demostracion. Por definicion, se tiene que |lq.pll =+/q.p.q.p. Por la

propiedad 1.1.2, g.p = p.q. Entonces, \/q.p.q.p =./q.p.p.q. Pero p.p es un

namero real no negativo. Por lo tanto, por la definicion 1.1.7, \/q.p.ﬁ.ﬁ = \/q.ﬁ.p.ﬁ

Y como q.q también es un nimero real no negativo, se tiene que /q.q.p.p =

Vva-9-p.p = llqll. lIpll =
Propiedad 1.1.6. (llg.pID™ = llq|™. llp|I", ¥ n € N.
Demostracion. Por la propiedad 1.1.5 se tiene que ||q.pll = llqll. ||p]l. Elevando

ambos miembros a la potencia n, se tiene que (||lq.pID™ = lqlllipID™. Si se distribuye

n a ambos factores reales:

(llg-pID™ = (liqllllpID™ = liqll™ [IplI™ =
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Definicion 1.1.10. El inverso multiplicativo de un cuaternion g no nulo se define por:

L_
L PTE

Ademas, si ||q|| = 1, se tiene que g~ = q, ya que:

., g
1 = =
L PP

=q

=

Se destacaran las siguientes propiedades relacionadas con el inverso multiplicativo de

un cuaternién q no nulo:
Propiedad 1.1.7. Si g es un cuaternién no nulo, se tieneque q.q 1 = q t.q =1

Demostracion. Utilizando la definicion 1.1.10, y multiplicando a la izquierda por q
se tiene que:

q.9'=q - 214
' lqllz  liqll?

Ahora, como ||q||> = q.q, por la expresion equivalente de la definicion 1.1.9, se

observa que:

9.3 _llall* _
lqlZ ™ Tql?

Propiedad 1.1.8. Si q es un cuaternién no nulo, se tiene que (g~} = q

Demostracion. Por la propiedad 1.1.2” y la definicion 1.1.10, se tiene que:

(|| q||2) llqll* _ liqll*
q q q q 2

= = = Jlqll? = [ ]
zZ iqll? 1 llql? gl 1

—1y-1 _ q ., _
@ =GP M
Tql?




Propiedad 1.1.9. Si q y p son cuaterniones no nulos, se tiene que (q.p) "' =p~t.q7?!

Demostracion. Por la definicion 1.1.10, se tiene que:

q.p
llq.pl|?

(q.p) "=

Entonces, si se aplica la definicion nombrada a p~1 y g~ ! vy las propiedades 1.1.2 y

1.1.6, se tiene que:

igi_ P4 __Pa___ap__ P
T Tl Tiall? ™ el Tiql2 ™ TlqI2 1Pl ~ Tlq. pI2

Definicidon 1.1.11. Un cuaternion g es un cuaternion unitario si ||g|| = 1.

Por ejemplo, el cuaternion q = % + %i + %j + %k es unitario, ya que:

= 0+ Q) Q)+ @) - [rrdedede frovres

Definicion 1.1.11°. Un cuaternion g es unitario si y sélo si §~* = g, ya que:

Il
=

=(
N
|
Y
=
= RQ(]

Definicion 1.1.12. Todo cuaternién g no nulo tiene asociado un cuaternion unitario q.

Su expresion es:

Definicion 1.1.13. La traza de un cuaternion q = a, + byi + coj + dyk se define

como:

tr(q) =q+q = 2a,
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Por lo tanto, un cuaternion q es un cuaternion puro si y solo si g=—q 0

equivalentemente si y solo si tr(q) = 0.

1.2. Cuaterniones unitarios. Potenciacion, exponenciacion y
logaritmos

Un ndmero complejo unitario tiene la forma z = cos(¢) + i.sen(¢), donde i es la
Ilamada unidad imaginaria 'y ¢ es un angulo perteneciente al intervalo [0,2m).

Un cuaternién unitario puede representarse de manera similar por:

q = cos(¢p) +v.sen(¢p) = (cos(¢p), sen(p). by, sen(p).cy, sen(p).dy) (1.12)

donde ¥ = (b, ¢y, d) €s un vector de R de norma 1y ¢ es un angulo perteneciente al

intervalo [0,2m). El cuaternion g es unitario porque:

gl = \/cosz(qb) + sen?(¢) .boz + sen?(¢).cy? + sen2(¢).d02

- \/ cos2(¢) + sen2(). (by” + co? + do”) = y/cos2($) + sen?(¢p) = 1

El cuaternion q = (ay + v) = (ay, by, ¢y, dy) tiene asociado el siguiente cuaternion
unitario:
q a+v a v v ap vl _
= = + = .U
gl liqll  liqll ~ liqll 1@l liqll ~ lql

q=

Para obtener la expresion anterior, se utilizan las definiciones 1.1.2, 1.1.7 y 1.1.12.

Ahora, definiendo el &ngulo ¢ € [0, ] tal que:

%) Qo

cos(¢) = (1.13)

lqll ~
\/aoz +by” + co? +dy°

2 2 2
B Ikl B Jbo + ¢o* +d

en(¢) (1.14)

gl
ao? + bo® + cp? + dy?

se obtiene la expresion (1.12).
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La identidad de Euler para nUmeros complejos es:
el® = cos(¢) + i.sen(¢)
Esta identidad se puede generalizar para cuaterniones puros unitarios 0 + v:
e?® = cos(¢) + V.sen(¢) = q (1.15)

donde ¥ = (b, co, dy) €s un vector de R3 de norma 1y ¢ es un angulo perteneciente al

intervalo [0, ].
Definicion 1.2.1. Se define la potencia de un cuaternion unitario g = cos(¢) +

D.sen(¢), siendo T = (by, ¢y, dy) un vector de R3® de norma 1 y ¢ un angulo

perteneciente al intervalo [0, z], como:
gt = (e¥?)t = (cos(¢p) + V.sen(p))t = cos(tdp) + V.sen(te) (1.16)

donde t es un nimero real.

Definicion 1.2.2. Se define la exponenciacion de un cuaternion q = aqy + byi + coj +

dok = ay + v, como:

e = gtothoitcojtdok = aot¥ = gaog¥ = oIl = g% (cos(|||]) + V. sen(||7l))

( sen <\/b02 + ¢y + doz)\‘
=e%| cos <\/b02 + co? + d02> + v. (1.17)
\ \/boz +co? +dy° /

Ahorg, si el cuaternion g es unitario y tiene parte imaginaria no nula, ocurre que:

a02+b02+C02+d02:1C>b02+002+d02:1_a02@Jb02+002+d02:\[1_a02
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Se aclara que la expresion 1 — a,? es un nimero positivo, es decir, 1 — a,? > 0, ya que

by + co? + dy® > 0. Entonces,

1-a)’>0eaq’<le-1<ag<leagy€e(-1,1)

Por lo tanto, la ecuacion (1.17) puede escribirse de la siguiente manera:

_ L J1—a 2)
eq = eao+bol+C0]+dok — eao <COS( /1 _ aOZ) + 1_7.5371( 0 (118)
\/ 1 - aoz

Se dara un ejemplo para mostrar la equivalencia entre las ecuaciones (1.17) y (1.18).

s~ 1 1. V13 . 1 1 1 v13 1 1
Sea el cuaternion g =-—-i+—j+-k=-+(—-,—,>), con a, =~y el vector
4 4 4 4 4 4° 4 "4 4
— 1 v13 1 s o . .
U= (_Z’T’Z)' El cuaternion g es unitario:

2
1\? 1\* (V13 1\? 1 1 13 1 16
all= |(= _- =2 )= =t —t+—=|—=V1=1
gl \/(4) +( 4) +< 4) +(4> 6716 16 16~ (16~ V!
Utilizando la ecuacion (1.17), se obtiene:

sen( —15>
. V13, .1 1 16
Itk = o7 | cos 15 —

- 1
eq:e4

N

Vi5\ _ 4 V15
cos< 2 >+v.\/ﬁ.sen< ) > (1.19)



Ahora, si se utiliza la ecuacion (1.18), se tiene que:

( 1-55))
) ) 1 sen 16
ed = ez | cos 1—1—6 +v -

\

seni5
i B
el =e4| cos|— |+ .
4 15
4

(1.20)

Se observa la igualdad entre las ecuaciones (1.19) y (1.20).

Definicion 1.2.3. Se define el logaritmo de un cuaternién unitario g = cos(¢) +
D.sen(¢), siendo ¥ = (by, ¢y, dy) un vector de R3 de norma 1 y ¢ un angulo

perteneciente al intervalo [0, 7] como:

loge (@) = log,(cos(¢) + v.sen(p)) = log.(e¥?) = v (1.21)

Es importante notar que, como el producto de cuaterniones no es conmutativo, las
identidades usuales para la exponencial y el logaritmo reales, no siempre se satisfacen
para la exponencial y el logaritmo de cuaterniones.

En particular, si q,p € H, los cuaterniones e%.eP y e9*P no son necesariamente
iguales. De igual manera, los cuaterniones log.(q.p) Yy log.(q) + log.(p), con
llgl|=]lpl| = 1, no son necesariamente iguales. Se veran estos casos a través de unos
ejemplos.

Sean los cuaterniones ¢ = (0,1,0,0) y p = (0,0, 1,0).
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Se calculara e? utilizando la expresion (1.17):
e? =e° (cos(1) + (1,0,0).sen(1)) = cos(1) + (sen(1),0,0)
De la misma manera, se calcula e?.

eP = el (cos(l) + (0,1, 0).sen(1)) = cos(1) + (0,sen(1),0)

Si se calcula ahora e4. e?, se obtiene:

ed.e? = (cos(1) + (sen(1),0,0)). (cos(1) + (0,sen(1),0))
= cos?(1) + (0, cos(1)sen(1),0) + (cos(1)sen(1),0,0) + (0,0, sen?(1))
= cos2(1) + (cos(1) .sen(1), cos(1) .sen(1), sen?(1))

Por otro lado, g + p = (0,1, 1, 0). Si se calcula e?*? a través de la (1.17), se deduce:

5 cos(¥2) + <sen(\/§),sen(\/§)' 0>

V2 V2

Se observa que e?.eP # e1*P,

Ahora se mostrara que log.(q.p) # log.(q) + log.(p), utilizando los mismos
cuaterniones q y p del ejemplo anterior. Facilmente se comprueban que son unitarios.
Aplicando la definicion 1.1.6, se tiene:

q.p =(0,0,0,1)

A través de la ecuacion 1.13, y recordando que ¢ € [0, ], Se tiene:

0
cos(¢p) = ool Scos(p) =0 ¢ ="/,
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Utilizando ahora la definicion 1.2.3, se tiene:

T T
log. (.p) = (0,0,1).5 = (0,0,

Por otro lado, usando la misma definicion, y la ecuacion 1.13, se observa que:

T T
loge(q) = (1,0,0).5 = (5,0, o)

I _ T _ T
Oge(p) - (OI 1! O)E — (O,E, 0)
Entonces,

T T
l0go(@) + loge®) = (5.5.0)

Por lo tanto, log, (q.p) # log.(q) + log,(p).

1.3. Otras formas de representar a los cuaterniones y sus
operaciones

Se vid anteriormente que a un cuaternion q = aqy + byi + cyj + dok se lo puede
representar a través del vector (ay, by, ¢y, dy) Y también como q = (a,, V) = a, + 7,
donde a, € Ry ¥ = (b, ¢y, dy) € R3. Otra manera de representar a los cuaterniones es
por medio de matrices de 2 x 2 con coeficientes complejos y de matrices de 4 x 4 con

coeficientes reales. Se definen ahora estos dos casos.

Definicion 1.3.1. Sea el conjunto de las matrices de 2 x 2 con coeficientes complejos

de la forma:
~ Zy  Zp
= {(—z—2 z_l) | 21,23 € C} © Mpy2(€) (1.22)

Donde z; = ay + byi ¥ z, = ¢, + dyi. Es claro que si p,q € H, su suma p + q € H.
Aunque no es tan claro, también el producto p. q € H. Se demostrara esto.

Sean z; = ey + fyl Yy z4 = go + hyl. Entonces,
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ra=( ) (5 2)

_( %123 — Z2Z4  Z1Z4 + Z373
S \—ZpzZ3 — 217y —ZZs + 7173

( Z1Z3 — Z3Z4 Z1Z4 T ZZZ_3>
—(2124 + 2,23) 2123 — 232,

Asi, el producto p.q € H.

Cada cuaternion q = ay + byi + cyj + dyk puede ser correspondido con una matriz de

la forma (1.22) de la siguiente manera:

ag + byl Co + doi)

ag + byl + coj + dok — <—(Co —dyi) ay— byi

Se tiene, entonces, una correspondencia entre los conjuntos H y M, la cual define una

funcion H — H tal que es biyectiva y se cumple que:

(ao+b0i+coj+d0k)+(e0+f0i+g0j+h0k)._,< Ao + bl CoF ol) ( e+ fol  got ol)

—(co —doi) ag— byi —(go — hol) eo — fol

ag+ boi ¢y + dyi eo+ fol gyt hol
(ao+b0i+coj+d0k).(e0+f0i+g0j+h0k)-—>( 0T ro 0 °)< 0 0

_(CO - doi) ag — boi _(gO - hoi) €y — fOi

A los cuaterniones basicos 1, i, j y k le corresponden las siguientes matrices:

1o1=(5 ) ier=( %) der=(0 o kew=(F )
Cualquier elemento (_Z;—z i—j) €M, con z;, =ay+byi Y z, = coy + dyi se puede

Z Zz) _ y y , .
_ — ) =ag.1 + byl' + coj + dok', ya que:

expresar como( 5 7

a0.1+b0i'+coj'+dok'=ao((1) 2)“’0(8 _Oi)+c0(_01 (1))+d°((i) (l))

_(ao 0>+(b0i 0 >+<0 C0)+(0 doi)_<a0+b0i c0+d0i)
o 0 ao 0 —boi _CO 0 doi 0 o _CO + doi ao - boi
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Esto hace més clara la correspondencia entre H y H. En particular:

[—1 i'— i ji—j k' — k

Se represento, entonces, a los cuaterniones como matrices de 2 X 2 con coeficientes

complejos.

Definicion 1.3.2. Un cuaternion q = ay + byl + coj + dok puede ser representado a

través de una matriz de 4 x 4, con coeficientes reales, de la siguiente manera:

a, —by dy —¢o
| bo ay —co —do|_
q _do CO ao _bO -

100 0 0 -1 0 0 00 0 —1 0 01 0
010 0 100 0 00 —1 0 0 0 0 -1
=%lg 0 1 0)TPlo 0 0 —1)T%lo 1 0 o)T%(-1 0 0 o
000 1 00 1 0 10 0 0 0 10 0

I i’ J' k'

donde ay, by, ¢y, dy € Ry los elementos 1, i', j' y k' también son cuaterniones. En forma

equivalente se puede denotar:
q = aol + boi, + Coj, + dok, (1.23)

1.4. (H,+,.) es un anillo de divisién

Se mostrard, en esta seccion, que la terna (H, +,.) es un anillo de division.

Definicion 1.4.1. Una operacion binaria cerrada en un conjunto no vacio A es una

aplicacion de A x A en A.

Por ejemplo, la suma de cuaterniones es una operacion binaria cerrada en el conjunto H,

ya que, dados los cuaterniones q y p, se tiene que q + p € H.

Definicidon 1.4.2. Un conjunto no vacio A con una operacién binaria * definida en él, se

dice que es un grupo si se cumplen las siguientes propiedades:
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I.  Laoperacion binaria * es cerrada en A.
Il.  La operacion binaria * es asociativa, es decir que, para todo a, € A,

a, EAyas € A, setiene:

a; * (a; * az) = (a; * ay) * az

I1l.  Existe un elemento neutro e € A tal que:

exa=axe, Va€eA

IV. Para todo a € A, existe un elemento a’ € A, denominado inverso de a,

tal que:

axa' =a' xa=e

El conjunto (H, +) es un grupo ya que la operacion suma (+) es cerrada y asociativa en
H; existe un elemento neutro en la suma, que es el cuaternion nulo y existe, ademas,

para todo cuaternion g, un elemento inverso de la suma, q' = —q, tal que:

q+q =q+(—q) =0.

Definicion 1.4.3. Si (4,*) es un grupo y la operacién binaria * posee la propiedad de
que a, *a, = a, *a,, Va,,a, € A, que se llama propiedad conmutativa, se dira que

(A,*) es un grupo abeliano.

El conjunto (H, +) es un grupo abeliano, ya que la suma de cuaterniones satisface la

propiedad conmutativa.

Definicién 1.4.4. Un conjunto no vacio A dotado de dos operaciones binarias cerradas,
suma (+) y producto (.), representado como la terna (4,+,.), se llama anillo si se

cumplen las siguientes propiedades:

l. (A, +) es un grupo abeliano.
. El producto . es asociativo.

II. Se cumplen las propiedades distributivas, es decir:
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a.(b+c)=ab+a.c
(b+c).a=b.a+c.a
para cualquiera € A, b € A, c € A.
Como (H, +) es un grupo abeliano, el producto de cuaterniones es asociativo y, ademas,

se cumplen las propiedades distributivas, la terna (H, +,.) es un anillo.

Definicion 1.4.5. Dado un anillo (4, +,.), se dice que es un anillo de division si todos

sus elementos no nulos son inversibles respecto del producto.

Como todo cuaternion g no nulo tiene inverso multiplicativo y, como la terna (H, +,.)

es un anillo, ésta también es un anillo de division.
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Capitulo 2

Matrices ortogonales, rotaciones y formula de
Rodrigues

En este capitulo se definiran matrices ortogonales y se mostrara la estrecha relacion que
éstas tienen con las rotaciones. Primero, se analizaran las propiedades del conjunto de
matrices ortogonales. Luego se estudiara la forma de las matrices ortogonales de 2x2, y
a continuacion se daran caracterizaciones de las matrices ortogonales de 3x3, que son

las que permiten estudiar las rotaciones en el espacio.

2.1. Matrices ortogonales

Sea M,,,.,n, (R) el conjunto de las matrices de tamafio n X m , de coeficientes reales.

Definicion 2.1.1. Sea A una matriz cuadrada de orden n, es decir, A € M,»,,(R). Se

dice que A es una matriz ortogonal si A1 = AT, o sea, si:
AAT =AT. A=1

Se veran ahora algunas propiedades de matrices ortogonales.
Propiedad 2.1.1. El determinante de una matriz ortogonal es siempre 1 6 —1.

Demostracion. Sea A una matriz ortogonal, entonces se cumple que A.AT = 1.
Por lo tanto, det(A.AT) = det(I). Como det(A.AT) = det(A).det(AT) y det(A) =
det(AT), se verifica que det(A.AT) = (det(A))? = det(I) = 1. Entonces det(A) = 1
Odet(A)=—-1 =m
Propiedad 2.1.2. Si A 'y B son matrices ortogonales de orden n, entonces A.By B. A
son ortogonales.

Demostracion. Se quiere ver que (4.B)T = (A.B)™1. En efecto, (4.B)T =

BT. AT, Por hipdtesis se tiene que AT = A=ty BT = B~1,

27



Entonces BT.AT = B~1. A1 = (A.B)™1. Por lo tanto, (A.B)T = (A.B)™%, o
sea, A.B es una matriz ortogonal. Andlogamente se demuestra que B.A es ortogonal.

Propiedad 2.1.3. La matriz identidad de orden n es ortogonal, para todo n natural.

Demostracion. Sea I la matriz identidad que pertenece a M, (R), con n € N,

Como IT =1 =171, setiene que, IT = I~1. Entonces I es ortogonal. m

Propiedad 2.1.4. Si Ay B son matrices ortogonales, en general, A + B no es ortogonal

y k. A no es ortogonal, siendo k un nimero real, conk # 1y k +# —1.

Demostracion. Sea A = B = I. Entonces A y B son ortogonales. Pero A+ B =
21 no es ortogonal ya que det(A + B) = det(21) = 2.det(I) = 2. Por lo tanto, A + B
no es ortogonal.

Sea A la matriz identidad de ordenny k € R, k # 1y k # —1. Entonces:
det(k.A) = k™. det(A) = k™. det(I) = k™ # 1

Por lo tanto, k. A no es ortogonal. m

Propiedad 2.1.5. La traspuesta de una matriz ortogonal es ortogonal.

Demostracion. Sea A una matriz ortogonal. Se quiere ver que AT es ortogonal, es
decir, que (AT)T = (AT)~. Como, por hipotesis, AT = A~1, se demostrara que AT es
ortogonal. Entonces:

A= (AN = (A )1 ="
Por lo tanto, AT es una matriz ortogonal. m
Como corolario de la propiedad anterior, se tiene que la inversa de una matriz ortogonal

es ortogonal, ya que, siendo A una matriz ortogonal, se tiene que AT = A1, y por la

proposicion anterior, AT es una matriz ortogonal. Por lo tanto, A~ es ortogonal.
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Definicion 2.1.2. Sea 0(n) el conjunto de todas las matrices ortogonales de orden n.
0(n) tiene estructura de grupo con la multiplicacion de matrices, ya que:
= SiA€eO0(n)yB e 0(n),seVvio, por la propiedad 2.1.2, que A.B € 0(n).
= SiA€e0O(n),Be0n)ycC € 0(n),secumple la propiedad asociativa de la
multiplicacién de matrices, es decir:
(A.B).C = A.(B.C)
= Existe elemento neutro, que es la matriz identidad I.
= Existe elemento inverso, pues, por el corolario de la propiedad 2.1.5, se tiene
que A~! € O(n), para toda matriz ortogonal A € 0(n).
Definicion 2.1.3. Se define el subgrupo SO(n) < 0(n) de la siguiente forma:
S0(n) ={A € 0(n)/det(Ad) =1}
S0(n) recibe el nombre de grupo ortogonal especial, o de las transformaciones
ortogonales que preservan la orientacion. Se mostrara ahora por qué SO(n) es un grupo
con la multiplicacion de matrices.
» SiA€eSO(n)yB € S0(n),entonces, A.B € SO(n), ya que:

det(A.B) = det(A).det(B) =11=1

= SiA€eS0(n),BeSOn)yC e S0O(n),secumple la propiedad asociativa de la

multiplicacién de matrices, es decir:

(A.B).C = A.(B.C)

= En SO(n) existe el elemento neutro, que es la matriz identidad I. Es decir,
[ € SO(n), yaque det(l) = 1.

29



= SiA € S0(n), entonces A~ € SO(n), llamado inverso de 4, tal que:
AAT=A"TA=1
Como A € SO(n), entonces det(A) = 1. Por lo tanto:
det(A4.A71) = det(A) .det(A™1) = 1.det(A™1) = det(A™Y) =det(l) =1
Quedo probado, entonces, que A~ € SO(n).

2.2. Matriz de rotacidon en R?

Definicion 2.2.1. Sea el grupo SO(2) = {A € 0(2)/det(A) = 1}, es decir, SO(2) es el

conjunto de las matrices ortogonales de orden 2, con det(A) = 1.

Se estudiard ahora cémo son estas matrices.

Para toda matriz A € 0(2), se tiene que AT = A1y A.AT =1. Sea A= (CCL Z) €

0(2). Entonces se cumple lo siguiente:

¢ DG d=G )

De aqui se obtiene el sistema de ecuaciones:

a’+b%2=1
ac+bd =0
ac+bd =0 (2.1)
c’+d*=1

Por un lado, como a? + b? = 1, entonces existe un angulo 8 € [0,27) tal que:

a = cos(6)
{b = sen(6)

Por otro lado, como ac + bd = 0, necesariamente ac = —bd. Luego, si a # 0, se tiene

que:
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c= —%. Seal = %, entonces ¢ = —b. A = —sen(0). A. Se calculara ahora c? y d?.

Entonces:
c? = (—sen(0).1)? = sen?(0). A
d? = (a.2)? = (cos(8).2)? = cos?(0).1?
Por lo tanto:
c? +d? = sen?(0). 22 + cos?(6). 22 = (sen?(0) + cos?(0)). 12 =22 =1

Osea, 22 =1>|1] =1.SiA=1.Entonces, c = —sen(f)ya =d.

La matriz ortogonal A queda representada de la siguiente manera:

4= ( cos(0) sen(@))

—sen(6) cos(0) (22)

Como transformacion lineal en el plano, A representa una rotacion de angulo 6 en

sentido horario y centro en el origen.

Ahora, si A = —1, entonces c = by d = —a. Por lo tanto, la matriz A queda asi:

__(cos(8) sen(6)
4= (Sen(é?) - cos(@)) (2.3)

Esta matriz tiene determinante igual a —1, ya que:

det (EZZ% ° iZ§?3>) = —cos?(6) — sen?(8) = —(cos?(0) + sen?(9)) = -1

Aqui, A representa una simetria ortogonal respecto de la recta que pasa por el origen y
tiene pendiente tg(g). O, alternativamente, representa una rotacion de angulo 8 seguida

de una simetria respecto del eje x.
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De las ecuaciones (2.1) se puede ver que las filas de la matriz A son vectores
ortonormales, es decir, son ortogonales entre si, y tienen norma igual a 1. Lo mismo
ocurre con las columnas de A.

Por otro lado, si se analiza la situacion a = 0, se obtienen casos particulares de las

matrices 2.2 0 2.3.

2.3. Rotaciones en R3 y formula de Rodrigues

En el espacio R3 no es tan inmediato especificar la matriz que rota un vector por un
angulo 6 alrededor de un eje arbitrario.
Se derivara ahora la forma de una matriz que representa una rotacion en R3, alrededor

de un eje dado.

Se plantea en R3 el giro de un vector % # 0 alrededor de un eje en la direccién de un
versor ¥, es decir, con ||7|| = 1, en un angulo 6 en sentido positivo. En la figura 1 se
representan los vectores % y 7, y el plano Q, que contiene al punto a, centro del giro,
ortogonal a ¥. Se supone que el producto vectorial L X ¥ = 0, ya que, de lo contrario,
U quedaria invariante por la rotacion. Sea ¢ € (0, ) el angulo entre & y .

El espacio de referencia es x;x,x5 con origen en (0,0,0) y versores canonicos e; =
(1,0,0),e, =(0,1,0) y e3 = (0,0,1).

X Figura 1: Centro, eje de rotacidn, y vector a rotar
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Se considera ahora otro sistema con origen en el punto a = (ay,a,,as) y versores

canonicos ¢4, ¢; Y €3 = U, como se muestra en la figura 2. El vector u cae en el plano

generado por Uy ¢;.

Figura 2: Sistema de referencia con origen en el centro de rotacién y de ejes €4, €, Y C3

Teniendo en cuenta el orden ciclico del producto vectorial, se observa que:

(2.4)

<A
X
a(
[
Il
a(
N

C1XCy =7 C, XV =104

Ademas, al estar el vector & en el plano generado por ¢, y ¥, puede ser expresado de la

siguiente manera:

U = sen(@).|u|¢, + cos(e) . |u|v (2.5)

u us

Se calcularé ahora ¥ x 1, reemplazando % por la expresion (2.5).

Entonces:

UXU="7X (sen(e).|u|¢q + cos(ep) . |u|D)

=D X sen(¢). |u|¢; + U X cos(ep) . |u|v

sen(@). |u| (¥ X ¢1) + cos(p) . |U|(V X D)
= sen(¢). |U|¢, + cos(yp) . |ul.0

|i]. sen(p)é,
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Se utiliza aqui el hecho de que ¥ X ¢; = €,, de las ecuaciones (2.4) y también que
Pxv=0.
A continuacion se calculard (¥ x %) X v, haciendo uso de la expresion obtenida

anteriormente. Entonces:

(T xu) xv = |ul.sen(p)cy X U = |U|.sen(p)c; = Uy (2.6)

Teniendo en cuenta la ortogonalidad de ¢,y ¥, y que ¥ es un versor, se tiene que:

UV = (sen(@).|u|¢; + cos().|U|P). T = |ul. |V|? cos(p) =cos(e).|u| =u; (2.7)

Ahora, al reemplazar (2.6) y (2.7) en (2.5), resulta que:

~

U=, +Us = (BXU) XV + (V) (2.8)

u us

Observando la figura 2, el vector que se busca es u,.,;, que surge de rotar u alrededor de

¥ un angulo 8 en sentido positivo. Ademas, se tiene que:
Upor = ﬁrotn +u3 (2.9)

Siendo u,,., la proyeccion ortogonal de ,,, sobre el plano Q. Se cumple que
|ﬁmtn| = |u,|. Por otra parte, la componente u3; no cambia, pues el giro es alrededor

de ». Entonces:

Uyor, = cos(0). [Uq| €4 + sen(6). [u,|c, (2.10)

Pero, por la ecuacion (2.4) y como |u,| ¢, = u4, se tiene que:
[uq[C = [uq| DX € =T X [Uq|€, =T XUy
Reemplazando en (2.10), se tiene:

Upor, = cos(8).Uy + sen(6).V X uy (2.11)
Ahora se reescribira la ecuacion (2.9), usando la nueva expresion de .., .
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Por lo tanto:

U, = cos(0).u; +sen(8).v X uy + uz

(2.12)

De esta manera, si se utilizan las expresiones de u; y de u3 de la ecuacion (2.8), la

ecuacion (2.12) queda asi:

U, =cos(0). (XU XV+sen(0).vx[(Pxu)xv|+ (Uv)v

El doble producto vectorial verifica:

Reemplazando (2.14) en (2.13) se tiene que:

U0 = cos(0).[U— (WD) V] +sen(8).V X [u— (U.D) D]+ (U.D) v

Por ultimo, se observa que:

<A

Se observa que el segundo término, %. ¥ (¥ X ¥), es nulo, pues,

Si se reemplaza esta Ultima expresion en (2.15), se tiene que:

U, = cos(0).[i— (WD) V] +sen(0).TxXu+ (U.D)D

U, = cos(0).u—cos(0).(U.D)V+sen(0).vxu+ (u.v)v

U, =cos(0).u+ sen(0).v xu+[1—cos(0)].(w.v)v

La ecuacion (2.16) es la denominada férmula de Rodrigues.

XU = 0.

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

A continuacion, se la expresara en forma matricial. Para ello, se puede observar que

siendo ¥ = (vy, v, v3)T Y U = (uy, uy, u3)7, su producto vectorial es:
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U X ﬁ = (vz.U3 — V3.Up, V3. U4y — Vq1.U3, V1. Uy — Uz.ul)

Ese producto se puede expresar matricialmente con:

0 -v; v Uq
UVXU= < V3 0 —v1> (uz) (2.17)
-V, U 0/ \us/
w u

Por otra parte:

%1 %1 U1V, V1V3
v "7T = <U2) (vl Uy UB) =1 vV, 1722 1% (218)
v 2
3 ViV3 VU3 V3

Ahora se calculard 1. 7 ©. Entonces:

U V12 + UV U, + U3V V3 vy Uy
WDV = wv v, + uyvy? + uzv,vs | = <v2 (V1 vz V3) <u2 (2.19)
R ———
UV V3 + Uy VU3 + Uz V32 V3 o7 Us
v i

Siendo I € M,,»,,(R) la matriz identidad, con las ecuaciones (2.17) y (2.19), la férmula

de Rodrigues puede expresarse asi:
U, = cos(0).1U+ sen(8).Wu+[1—cos(0)].97" u (2.20)
De la anterior ecuacion se saca factor comdn @ y se obtiene:

U, = (cos(0).1+ sen(8).W + [1—cos(6)].D T7T) U =Ry. U (2.21)
Rg

La ecuacion (2.21) es la formula de Rodrigues en forma matricial, donde R, es la matriz

de rotacion.

Por Gltimo, desarrollando la expresién de Ry, se obtiene:
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100 0 -v; 1 vi® vy, vivg
Ry=cos()0 1 0]+sen(@)]| vs 0 —v|+[1—cos(O]| viv, v,2 wv5 ] (2.22)

0 0 1 v, v, 0 ViV3 VU3 V32
Reemplazando sen(8) = Sy cos(8) = C, y desarrollando la ecuacion anterior, se tiene:

[1 —C]v12 +C [1_6]771172 _SV3 [1_6]771173 +SV2
Ro=|[1-Clvyv, +Sv; [1—-Clv,2+C [1-Clv,v;— Sy, (2.22"
[1—-Clvyv; —Sv, [1—-Clvyvs+Sv; [1—=Clvs2+C

R €s una matriz ortogonal, es decir, se cumple:

Rg.Rg" =Rg".Rg =1

Se mostrara esto ultimo:
RQ.RQT =[C.I1+ SW+[1-C]lPPT].[C.I+ SW+[1-C]DPT]T
Si se reescribe el segundo factor se tiene:

[C.1+ SWH+[1-Cl.pD"|"T=C.I1+S.WT+[1-C]l.(®D")T

0 —173 172
Pero WT = —W, ya que, siendo W = < V3 0 —v1>, se tiene que:
-v, vV 0
0 v3 _vz 0 _v3 vz
WT = <_v3 0 v1 ) = —< v3 0 —U1> =-—-W
v, -v; 0 -V, U 0

Por otro lado, (¥ o7)T = ®")T9" =D ¥.

Si se reemplaza en C.I+S.WT+[1-Cl(@P")T las expresiones obtenidas

recientemente, se tiene que:

CI+SWI+[1-Cl@?) =C.1-SW+[1-ClLDDT
Entonces,

Ro.Rg" =[C.1+ Sw+[1-Cl.B¥ |.[c.1- sSw+[1-C]l.o¥ ]
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=C2]-S.CW+C[1-ClBB" +S.C.W—-S2W.W+S.[1-Cl.W
C.[1=Clo¥ —S.[1-Cl. oW +[1 - C]2
=C2I+C.[1-Cl oo —

ool +

v
SZW.W+S.[1-Cl.W

PP +C.[1-ClLoY —
S.[1-Cl.ov".W+[1-Cl2vv".v5"

Por un lado, se tiene que ' % = |7|2

=1=>Dv0.00 =vv .Ahorase calculara w.w.
2 .2
O _U3 Vz O _U3 UZ _Ug - UZ U1v2 171173
W.W = ( V3 0 —171) ( U3 0 _Ul) = V1V2 —173% - U% VU3
v, vy 0 v, v, 0 V13 V,V;3 —v: — v}

Teniendo en cuenta que v# + vZ + v2 = 1, se reescribiran los coeficientes de la
diagonal principal de la matriz anterior. Entonces:

—vi—vi=vi-1
—vi—vZ=vi-1
—vi—vZ=vi-1

Si se reemplazan los coeficientes de la diagonal principal por las expresiones obtenidas,
se tiene que:

vi-1 v,

V1V3
WW=\| vv, vi-1 v,1,
VV3 Vv vi-—1

Ahora, si se suma la matriz identidad I a W.W. Entonces:

vi-1 v,

V13 1 0 O vi v, s
WW4+I=| vyv, v3-1 wv,v, +<0 1 )=

ViV, Vi Vg
VU3 Vv vi—1

U
=1 V2 V3) (V2> =yl
U3

Porlotanto, W.W +1 =D ¥’ ,0seaW.W = v v — 1.

V1V3 V,U3 v%
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Por ultimo, se mostrara que W. v es igual a la matriz nula, es decir, se cumple que

W.v =0.
0 —V3 VU, (2 0
—172 171 0 v3 0

Por lo tanto, W. % BT = 0.%” = 0. De manera analoga se muestra que ¥ o*.W = 0. Se

reescribira ahora Rg. Rg”, utilizando las expresiones obtenidas. Entonces:

Rg.Ry"=[C.I1+ SW+[1-CLBP].[C.I— SW+[1-C|l.TP]

=C%I+C.[1-ClLPP" —-S2. (v - +S.[1-Cl.O+C.[1—
Cl.pv" —S.[1-Cl.O+[1-C)2p D"
=C2I1+2C.[1-Cl.PP" -S2.(®P" -D+[1-C]2DDT
=C2.1+2C.[1-Cl.oD" —S2 00T +S21+[1-Cl2v¥"
=C2I1+2C.oD" —2C2. 00" —S2DvT +S%.1+[1-2C+C?.voT
=C?I+2C.o0" —2C2 00" —S2 o0 +S21+v0" —2C.o0 + C2 0O
=(C*+S3).1-2C2p9" —S2. o0  +v0" +C2. D DT
=1-C*>v9" —S2 90" +o D7
=1—(C*+SHvv" +vv"
=1-99"+90" =1
Por lo tanto, Ry es una matriz ortogonal. Se muestra, de manera analoga, que Ry”. Ry =
1. Se mostrard, ahora, que det( Ry) = 1, con la ayuda del software Mathematica, que da

la siguiente expresion simplificada del mismo, luego de que se le indicara que vZ +

vy +vi=1.
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det(Ry) = vEC? + v2C? + v2C? + C3 — viC3 — v3C3 — viC3 + v1S? + 2vv3S?
+ 1382 + 20{viS? + 2v5V2S? + v3S% + v{CS? — v{CS? + v5CS?
— 20fv3CS? —v3CS? + v3CS?% — 2V V5CS? — 2V5V2CS? — V3 CS?

det(Ry) = —(—v —vZ —v2 + (=1 + v} + v + v2)C).(C* + (v + v2 + v3)S?)

Como C? + S% = 1, se observa:

det(Rg) = —(—1).(C*+5%) =1
Se deduce que Ry € SO(3).

Proposicion 2.3.1. El vector ¥ es autovector de la matriz R(6).
Demostracidn. Se quiere ver que R(8).7 = . Entonces:

R(0).7 = (cos(0) .1 + sen(8).W + [1 — cos(0)].DD"). D
=cos(8).1.D + sen(8).W.D + [1 — cos(8)]. D V. D
=cos(0).v+sen(6).W.v + [1 —cos(0)].D
= cos(8).D + sen(8).W. v+ ¥ — cos(8) .0 = sen(6).W. v+ ¥

Pero W.¥ = 0. Entonces:

sen(0).W.D + v = sen(6).0 + v = .

Porlo tanto, R(6). V=7 m=m

2.4. Cuaterniones unitarios y formula de Rodrigues

En esta seccion se resaltara la utilidad de los cuaterniones para representar rotaciones en

el espacio tridimensional, es decir, en R3.
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En particular, se probard que la rotacién de un vector % € R3 alrededor de un eje
orientado por ¥ en un angulo 6, puede representarse mediante un cuaternion unitario
0 6\ -
q = cos (—) + sen (—) D.
2 2
Por la definicion 1.1.6°, dados los cuaterniones qq; = (a;,v1) Y q2 = (a,,V,), SuU

producto es:

q1-q92 — 4.0y — 171.?2 + a1.1_72 + a2.1_71 + 1_71 X 1_72)
a v
Sea el vector % = (uq,u,,u3) € R3. Este vector puede representarse con el cuaternion
~ — - -, . R 7]
u = (0,uq,u,,u3) = 0+ . Sea q el conjugado del cuaternién unitario g = cos (E) +
NS N 6 NS
sen(E)v, es decir, ¢ = cos (5) — sen(;)v.

Se calculard el producto u.q, segun la ecuacién anterior. Entonces:

u.q = (0 + u). (cos (g) — sen (g) .‘ﬁ)

=% (sen 5)-7) + cos(g)a - wxsen ) 2
= —u. sen > D cos ) Uu—uxsen > D

= 9~“+ <9>~ 6~><“ 2.23
—sen(z)u.v cos {5 U sen(z)u 1% (2.23)
a T

Si ahora se pre-multiplica . q por el cuaternidn unitario q = cos (g) + sen (g) 7,

usando la misma formula de producto, se tiene que:

qu.q = (cos (g) + sen (g)ﬁ) (sen (g).ﬁ.ﬁ+ cos (g).ﬁ—sen (g).ﬁxﬁ)
qu.q = cos(g).sen(g).ﬁ.ﬁ—sen(g).ﬁ(cos(g).ﬁ—sen(g).ﬁxﬁ) +

0 0\ ~ 0\ ~ - 0\ ~ - 0\ - 0\ -
cos(—).(cos(—).u—sen(—).uxv) +sen(—).u.v.sen(—).v+sen(—).v><
2 2 2 2 2 2

(cos ().~ sen ()1 x D)
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(g).ﬁﬁﬂenz (g)ﬁ (i x D) +

I
Y
Q
S

|

N~

@)
Q
A

_ 0 0\ ~ =
q.u.q = cos (5) .sen (5) LT
cos? (g) U — cos (g) .sen (g) U X D + sen? (g) .(W.D)D + sen (g) .cos (g) D X

~ 0\ — i~
u—senz(;).vx(uxv)

|
o
QS
&
—
| ®
N———
Y
Q
S

q.u.ﬁzcos(g).sen(g).ﬁ.ﬁ (g).ﬁ.ﬁ+sen2(g).ﬁ(ﬁxﬁ)+
cos? (g)ii—cos(g).sen(g).ﬁxﬁ+sen2 (g).(ﬁ.ﬁ)ﬁ+sen(g).cos(g).T)><
2 2 2 2 2 2
~ 2(0) = o o
u — sen (E O X(UXD)
2

q.u.q = sen? (6).17.(ﬁ><17) + cos? g).ﬁ—cos(g).sen(g).ﬁx17+
X

0 e 2] 0\ _ ~ o\ ~ -
sen? (E) .(W.D)V + sen (E) .cos (E) .U X U — sen? (E) X (UXD)

Como % X ¥ es un vector ortogonal a ¥, . (¥ X ) = 0, y el primer término se anula.
Ademaés, por la anti-conmutatividad del producto vectorial, se tiene que & X ¥ = —v X

u. Entonces:

a 2 () 6 AV 0 o\ _
q.u.q = cos <§>u — cos (E) sen (E)u X U+ sen (E) cos (§>v X U

7]
+ sen? = | (. D)V — sen? (E) U x (U X D)

q.u.q = sen? ( ) (. V)V + cos? (g) U+ 2sen (g) cos (9) DXU-—

2

sen? (g) U x (U X D)
Pero 2sen (g) cos (g) = sen(6). Entonces:

q.u.q = sen? (g) (. D)V + cos? (g) U + sen(0)V X U — sen? (g) VX (UXD) =

sen? (g) (. D)V + cos? (g) u — sen? (g) U X (U XD)+sen(0)V X U
Si se aplica la propiedad del doble producto vectorial, se tiene que:

DX (UXD)=DPU—UDD=U—UDD (2.24)
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Por lo tanto:

0 0 0
q.u.q = sen? <§> (. V)V + cos? (§> i — sen? <§> [t — U.D D] + sen(0)D x U

cos? <§> — sen? <—>] U+ sen(0)v X U (2.25)
Se utilizan las siguientes identidades:
sen?(b) = % (1 — cos(2b)) = 2sen?(b) = 1 — cos(2b) (2.26)
cos?(b) = % (1 + cos(2b)) (2.27)
Sib= g, entonces 2b = 6. Por lo tanto, al reemplazar en (2.26), se obtiene:
2sen? (g) =1 - cos(8) (2.28)
Con la ecuacion (2.27) y el miembro izquierdo de la (2.26), se observa:

cos?(b) — sen?(b) = E (1 + cos(2b)) L (1 — cos(2h))
2 2

= % (2.cos(2b)) = cos(2b) = cos(H) (2.29)

Al reemplazar (2.29) y (2.28) en la ecuacion (2.25), se observa que:

0 0 0
q.u.q = 2sen? <§> (W. V)V + [cos? <§> — sen? <§>]ﬁ + sen(0)v X U

=[1—cos(8)](W. V)V + cos(0) U + sen(0)V X U
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Finalmente, el cuaternion resultado del producto q. u.q queda expresado asi:
quq=0+k

Siendo k = [1 — cos(8)](W. V)V + cos(B) U + sen(6)¥ X 1.

Se puede ver que k coincide con la expresion de i, de la ecuacion (2.16), es decir,

con la férmula de Rodrigues.

Quedd demostrado, entonces, que dado un vector % € R3, si se definen los cuaterniones

u=04+uUyq = cos (g) + sen (g) U, con ||q|| = 1, el producto:

qu.q=0+k conk=1i,, (2.30)

Se recuerda que u,,; es el vector resultante de rotar 7 un angulo 6 alrededor de ¥ en
sentido positivo. Si se adopta para q el éngulo% € [0, 7], se tendrd 8 € [0,2m].

Escrito en forma matricial, se tiene que:
(k) = (ityor) = Ro- (W) (2.31)

. . 0 NS . -
Proposicion 2.4.1. El cuaternion q = cos (E) + sen(;)v, asociado a una rotacion de un
angulo 6 alrededor de ¥ coincide con el cuaternién asociado a una rotacion de un

angulo - 6 alrededor de —7.

Demostracion. El cuaternion asociado a una rotacion de un angulo 6 alrededor

de ¥ es q = cos (g) + sen(g)ﬁ. Si ahora se reemplaza 6 por -6 y ¥ por —v, se tiene el

cuaternion asociado a una rotacion de &ngulo - 6 alrededor de —v:

q' = cos (_ g) +sen (— g) (=v) = cos (g) + sen (g) T=q =
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2.5. Otros parametros para representar una matriz de

rotacion en R3: angulos y componentes de un cuaternion

Las matrices que representan rotaciones de un angulo 6 alrededor de los ejes
coordenados se pueden obtener de Ry, tomando los ejes V, = (1,0,0), V, = (0,1,0) y
v, = (0,0,1).

Se obtienen entonces las siguientes matrices:

1 0 0
R,.(6) = <O cos(6) —sen(e))
0 sen(f) cos(8)

cos(8) 0 sen(0)
) (2.32)

Ry(9)=( 0 1 0
—sen(8) 0 cos(6)

cos(0) —sen(6) O
R,(0) = <sen(9) cos(0) 0)
0 0 1

Las matrices R, (6), R,(8) y R,(8) son ortogonales. Para ello, basta recordar que la
matriz R, es ortogonal.

A continuacion, se mostrara que R, (6), R,(6) y R,(8) pertenecen a SO(3). Para ello,
se mostrara que las tres matrices tienen determinante igual a 1.

Si se desarrolla el determinante de la matriz R,.(8) a través de la primera columna, se

tiene que:

1 0 0
det(R,(9)) = det <O cos(6) —sen(@)) = cos?(0) + sen?(0) =1
0 sen(f) cos(8)

Ahora, si se desarrolla el determinante de la matriz R, (6) a través de la segunda

columna, se observa que:

cos(8) 0 sen(6)
det (Ry(H)) = det( 0 1 0 ) = cos?(0) + sen?(0) =1
—sen(6) 0 cos(6)
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Por altimo, si se desarrolla el determinante de la matriz R,(6) a través de la tercera

columna, se tiene que:

cos(@) —sen(f) O
det(Rz(H)) = det (sen(@) cos(6) 0) = cos?(09) + sen?(0) =1
0 0 1

Como las matrices R,(8), R, (6) y R,(6) son ortogonales y tienen determinante igual a

1, pertenecen a SO(3).

Una forma de obtener estas tres rotaciones tridimensionales es identificar a cada una
como una rotacion bidimensional alrededor de un eje que corresponde a la tercera
dimension. Esto es, R, se interpreta como una rotacion en el plano yz alrededor del eje
X, R,, como una rotacion en el plano xz alrededor del eje Y, R, se interpreta como una
rotacion en el plano xy alrededor del eje Z.

A través de la siguiente proposicion se vera que la descripcion de las rotaciones en el
espacio tridimensional alrededor de un eje ¥ cualquiera, de angulo 6, puede hacerse

mediante una Unica matriz de rotacion, que se llamara R(6, ).

Proposicion 2.5.1. Las rotaciones en R3 se pueden representar mediante la siguiente

matriz;

C+vi[1—-C] vv,[1—C]—Sv; vv3[1—C]+Sv,
R(6,V) = vyvy[1 — C] + Svs C +vi[1-C] vyv3[1 = C] — Sy (2.33)
vv3[1—C]—Sv, vv3[1—Cl+Sv; C+vi[1-C]

Donde C =cos(0), S =sen(0), Yy vy, v, ¥ v3 son las componentes del vector
U = (v, 05, 13)T = (cos(a).sen(B), sen(a).sen(B),cos(B))T, con a€[02r] vy
B € [0,m].

Demostracion. El vector v, que corresponde al eje de rotacion, es unitario, ya

que:

7] =/ (cos(a). sen(B))? + (sen(a). sen(B))? + (cos(B))?

= \Jcos2(a).sen?(B) + sen2(a).sen2(B) + cos2(B)
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= \/senz (B). (cos?(a) + sen?(a)) + cos2(B)

= \/sen2(B) + cos2(B) = 1

Se define ahora el vector Z = (0,0,1)". Teniendo en cuenta las matrices R, (8) y R,(6)

de (2.32), se observa que ¥ = R,(a). R, (B). Z, pues:

cos(a) —sen(a) 0 cos(B) 0 sen(B)\ /0
R,(a).R,(B).Z = (sen(a) cos(@) 0) ( 0 1 0 ><O>
0 0 1/ \=sen(B) 0 cos(B)/ \1

sen(a).cos(B) cos(a) sen(a).sen(p)

—sen(B) 0 cos(B)

(cos(a).cos(ﬁ) —sen(a) cos(a).sen(ﬁ)) (0)
. 1

= (cos(a).sen(B),sen(a).sen(B), cos(B))" = (v1,v,,v3)" =¥
De ¥ = R,(a).R,(B).Z, se obtiene que z = R} (B).R; (a). 7. Se mostrard como se
llega a esta ultima igualdad.
Si se pre-multiplica en ambos miembros de la ecuacion por RI (a), se obtiene:

RI(a).% = RY(a). R,(). R, (B). 2 (2.34)

Como R,(a) € SO(3), R,(a) es una matriz ortogonal, y entonces R (a) = R; 1 (a).

Si se reemplaza en (2.34), se tiene que:

R7 (). = R;'(a).R,().R,(B).Z

R; (). ¥ =1.R,(B).Z=R,(B).Z (2.35)
Ahora, se pre-multiplica en ambos miembros por R§(ﬁ). Se reemplaza en la (2.35):

Ry (B).R; (). ¥ = R} (B).R,(B).Z (2.36)
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Como R, (B) € SO(3), R,(B) es una matriz ortogonal. Por lo tanto, se tiene que
Ry (B) = Ry (B).

Si se reemplaza en (2.36), se tiene que:

R} (B).R(a).¥ = R;*(B).R,(B).Z
RT(B).RI(a). =12

RT(B).RY(a).¥ = 2

Para construir R(6, D), es decir, la matriz de rotacién alrededor de ¥, es necesario hacer
dos cosas: primero girar alrededor de Z en un angulo 8 por medio de la matriz R,(0), y
luego reubicar el eje Z en la direccidn en la cual se encuentra en el sistema de referencia
original.

Primero, se gira alrededor de Z en un angulo 6 por medio de la matriz R,(6). Se

obtiene:

R,(8).R}(B).RL (). = R,(6).2 (2.37)
A continuacion, se devuelve z a la direccion de partida de v:
R(8,) = R,(@). Ry(). R,(6). RF (). RE (@) (2.38)
Si se desarrolla el producto R, (a). Ry, (B). R,(6), se tiene que:

cos(@).cos(f) —sen(@) cos(@).sen(B)\ [cos(6) —sen(8) O
R,(a).Ry(B).R,(6) = | sen(a).cos(f) cos(a) sen(a).sen(p) -(sen(@) cos(8) 0>
—sen(pB) 0 cos(B) 0 0 1

cos(a). cos(B) .cos(8) — sen(a).sen(8) —cos(a).cos(B).sen(8) — sen(a).cos(6) cos(a).sen(B)
= | sen(a).cos(B).cos(0) + cos(a).sen(0) —sen(a).cos(B).sen(8) + cos(a).cos(8) sen(a).sen(B)
—sen(B).cos(6) sen(B).sen(0) cos(B)

Ahora, se multiplica esta Gltima matriz por R}, (). Entonces:
R,(a).Ry(B).R,(6). Ry(B) =
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cos(a).cos(B).cos(6) —
sen(a).sen(9)

= | sen(a).cos(B).cos(6) +
cos(a) .sen(6)
—sen(B).cos(0)

cos(a). cos?(pB).cos(8) —
sen(a).sen(0).cos(B) +
cos(a).sen?(B)

_ | sen(a).cos?(B).cos(9) +
cos(a).sen(8).cos(B) +
sen(a).sen?(B)
—sen(B).cos(0).cos(B) +
cos(B) .sen(B)

—sen(a).cos(B).sen(6) +

—cos(a).cos(B).sen(8) —

sen(a).cos(6)

cos(a).cos(0)
sen(B).sen(0)

— cos(a).cos(B).sen(8) —
sen(a).cos(8)

—sen(a).cos(B).sen(0) +
cos(a) . cos(6)

sen(B).sen(0)

cos(a).sen(B)

cos(B) 0 —sen(B)

sen(a).sen(B) |’ ( 0 L 0 )
cos(B)

sen(B) 0 cos(B)

— cos(a). cos(B).cos(B).sen(B) +
sen(a).sen(8).sen(B) +
cos(a).sen(B).cos(B)
—sen(a).cos(B).cos(B).sen(B) —
cos(a).sen(0).sen(B) +
sen(a).sen(pB).cos(B)

sen?(B).cos(8) + cos?(B)

Se multiplica esta Gltima matriz por R (a). Se obtiene la matriz R(8, %), de la ecuacion

(2.38). Entonces:

R(6,9) = R,(a).Ry(B).R,(0). Ry, (B). Rz (a)

cos(a).cos?(B).cos(8) —
/sen(a).sen(@) .cos(B) +
cos(a).sen?(B)
sen(a).cos?(B).cos(8) +
cos(a).sen(0).cos(B) +
sen(a).sen?(B)
\—sen(ﬁ). cos(6).cos(B) +
cos(B).sen(B)

cos?(a).cos?(B).cos(8)
+cos?(a).sen?(B)
+sen?(a).cos(8)

sen(a).cos?(B).cos(8).cos(a) +
= cos?(a).sen(8).cos(B) +
sen(a).sen?(B).cos(a) +
sen?(a).cos(B) .sen(6) —
cos(a).cos(8).sen(a)

cos(B) .sen(B).cos(a) —
sen(pB).sen(0).sen(a)

—cos(a). cos(B).sen(6) —

sen(a).cos(8)

—sen(a).cos(B).sen(6) +
cos(a).cos(6)

sen(B).sen(6)

sen?(a).cos?(B).cos(8) +

cos(a).cos?(B).cos() .sen(a) —

sen?(a).sen(8).cos(B) +

cos(a).sen?(B).sen(a) —

cos?(a).cos(B) .sen(8) —
sen(a).cos(0) . cos(a)

sen?(a).sen?(B) +
cos?(a).cos(0)

—sen(pB).cos(0).cos(B).cos(a) + —sen(B).cos(0).cos(B).sen(a) +

cos(B) .sen(B).sen(a) +
sen(pB).sen(0).cos(a)

sen?(B).cos(8) + cos?(B)

—cos(a).cos(B).cos(0).sen(B) +

—sen(a).cos(B).cos(0).sen(B) —

—cos(a).cos(B).cos(8).sen(B) +
sen(a).sen(8).sen(B) + \
cos(a).sen(pB).cos(B)
—sen(a).cos(B) . cos(8).sen(B) —
cos(a).sen(8).sen(B) +
sen(a).sen(B).cos(B)

cos(a)
(—sen(a) cos(a) O

) 0 0 1

sen(a) 0)

sen(a).sen(0).sen(B) +
cos(a) .sen(B).cos(B)

cos(a).sen(8).sen(B) +
sen(a).sen(f).cos(f)

sen?(B).cos(8) + cos?(B)

Ahora se sustituye en la matriz R(6,v) los términos C = cos(0), S = sen(6), v, =

cos(a).sen(B), v, = sen(a).sen(B), vs = cos(B). Se tiene:

49



cos(a).vz.C.sen(a) — sen?(a).S. v +
V..V, — cos?(a).S. vy —
sen(a).C.cos(a)

cos?(a).v2.C +
v? + sen?(a).C

_vl.v3. C +
S.v,+v,.1;3

sen(a).v2.C.cos(a) +

R(6,9) = c0s?(@).S.vs + vy. v, + sen?(a).v:.C + —V,.v3.C —
sen?(a).S.v; — v + cos?(a).C S.v1 + V3.3
cos(a).C.sen(a)

—C.v,.v3+ V.73 — S.1, —0,.03.C + V5.3 + S.1; sen?(B).C + v

cos(a).v2.C.sen(a) — S.vs +

2 2 2 2
V3. .C
/COS (@).v35. €+ vi + sen’(@) v,.v, — sen(a).C.cos(a)

Ul'v3(1 - C) + S. Uz\
= k sen(a).v2.C.cos(a) + v;.v, +

S.v3 —cos(a).C.sen(a)

sen?(a).v2.C + vZ + cos?(a).C v,.v3(1—C)—S. vl)
v,.v3(1=C) —S.v, V. v5(1 = C) + S. v, sen?(B).C + v2

Se reescriben ahora los coeficientes de esta matriz en funcién de los términos C, S, vy,

v, Y v3. Entonces:

cos?(a).v3.C + v? + sen?(a).C

= v? + C(vZ.cos?(a) + sen?(a))

= vZ + C(cos?(B).cos?(a) + 1 — cos?(a))
= v + C(cos?(a).(1 —sen?(B) — 1) + 1)
=v? 4+ C(1 — cos?(a)sen?(B))
=vi+C—-Cvi=C+v?(1-0)

cos(a).v2.C.sen(a) — S.v3 + v,.v, — sen(a).C.cos(a)
= v;.v, + sen(a).cos(a).C (vZ — 1) — S.v,

= v,.v, + sen(a).cos(a).C(cos?(B) — 1)

= v,.v, + sen(a).cos(a).C(1 —sen?(B) — 1) — S. v,

= v,.v, — sen(a).cos(a).C.sen?(B) — S. v,
=V1.V, —V1.0,. 0 —S.v3

=v,..0,(1—-C) —S.v,4

sen(a).v2.C.cos(a) + v;.v, + S.v3 — cos(a) .C.sen(a)

= sen(a).cos(a).C (W2 — 1) + v.v, + 5.1,

= sen(a).cos(a).C (cos?(B) — 1) + v1.v, + S. v,
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= sen(a).cos(a).C.(—sen?(B)) + v,.v, + S.v5
= —sen(a).cos(a).sen?(B).C + v,.v, + S. v,

= 171.172(1 - C) + S. U3

sen?(a).v3.C + vZ + cos?(a).C

= v? + C(sen?(a).v% + cos?(a))
= v? + C(sen?(a). cos?(B) + cos?(a))
= v? + C(sen?(a). cos?(B) + 1 — sen?(a))

v:+C (senz(a)(l — sen?(B)) + 1 — sen? (a))

=vi+C(—vi+1)
=v—-Cvi+C

=C+v2(1-C)

sen?(B).C + v3

= (1 - cos?(B)).C + v?
=1 -v2).C+v3
=C—-C.v:+ v}

=C+vi(1-0)

Si se reemplazan en la matriz R(8, V), se obtiene:

C +v[1-C] v1.03[1 = C]l = S.v3 v;.v3[1—-C]+S.v,
R(0,D) = vi.v,[1 = C] +S.v4 C +v3[1-C] v,.v3[1 = C] — S. v,
v.3[1=C] = S.v, v,.v3[1—C]+S. v, C +v3[1 - (]

Esta Gltima matriz pertenece a SO(3) ya que:
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det(R(0, 7)) = det (Rz(a).Ry(ﬁ).RZ(e).Rg(ﬁ).Rg(a))

= det(R,()). det (Ry(ﬁ)) .det(R,(6)).det (R;(ﬁ)) .det(R!())

Y R,(0) y R, () pertenecen a SO(3). Ademas, como det(A) = det(A"), entonces:
det(R(0,9)) = det(R,(a)) . det (Ry (,8)) .det(R,(0)).det (R§ (ﬁ)) .det(RL(a))

= det(R,(a)) . det (R, (B)).det(R,(9))..det (R,(8)) . det(R,())
—11111=1

Ademas, como R(8, D) es producto de matrices ortogonales, entonces es ortogonal. Por
lo tanto, R(8, D) € SO(3).

Si se recuerda ahora la matriz de rotacién R(6) que surge de la formula de Rodrigues,
que es:

[1 — cos(8)]v v, + sen(6)v; [1— cos(8)]v,? + cos(B) [1 = cos(8)]v,v3 — sen(B)v,

< [1—cos(8)]v,? + cos(0) [1 = cos(®)]v v, —sen(8)v; [1—cos(@)]v,vz + sen(@)v2>
[1 —cos(8)]vivs —sen(@)v, [1— cos(8)]v,vs + sen(6)v, [1 - cos(8)]v3? + cos(B)

, Se puede ver que es la misma matriz R(6, ©), con las correspondientes sustituciones:

C +vi[1-C] v1.0,[1=C] = S.v;3 v.v3[1-C]+S.v,
v1.7,[1 = C] + S. v, C+v5[1-C] V,.V3[1 = C] — S.v;
v.v3[1=C] = S.v, v,.v3[1—C]+S.v, C +v3[1-C]

Ahora, la pregunta es sobre la posibilidad de hallar una matriz que dependa de las

coordenadas del cuaternion unitario § = (qo, 91,92, q3). Se vera esto a través de la

siguiente proposicion.

Proposicion 2.5.2. Sea el cuaternién unitario g = (qo, 91, 92, q3). Entonces la rotacion
que determina, de acuerdo con la ecuacion (2.30), puede representarse mediante la

matriz:
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96 +9i—95—495 291-92—2q0-93  2¢1.q3 + 2qo.q2
Rl =| 2q1.92+2q0.95 q6—q7+a5—a5 2q2.93—2qo. 1 (2.39)
2q1.93 —2Go0-q2  2G2.q3 +2q0.q1 96 — % — 5 + 43

Demostracion. Sean el vector unitario ¥ = (v,, v, v3)7 el eje de rotacion, el angulo
6 6 . o
6 € [0,2m), a = cos (5) y b = sen (5) Las componentes del cuaternion unitario g son

las siguientes:

~a=cos(3)
qo = a = cos |7

q, = v1b = v;.sen (g)
q; = vyb = v,.sen (g)

qs = v3b = v3.sen (g)

L 0 0 0 6
Como el cuaternion q=(cos(E),vl.sen(E),vz.sen(g),%.sen(g)) es el

cuaternién asociado a la rotacion considerada y la transformacién sobre un vector u se
aplica haciendo el producto q.u.q, se quiere obtener ahora la representacion matricial
de la transformacion, dependiendo de las coordenadas del cuaternion q.

Lo primero que se necesita hacer es representar la matriz de rotacion segun el angulo
mitad. Ya se vié que siendo C = cos(8), S = sen(8) y T = (v,,v,,v3)7, se tiene la

matriz (2.33), es decir:

C +vi.[1-C] v1.05.[1=C] = S.v;3 v.03.[1—-C]+S.1,
R(O,D) = vi.v,.[1=C] +S.v3 C+vi[1-C] V. 03.[1-C] — S.v,
V.V3.[1=Cl—S.v, v,.03.[1-C]+S.14 C +vi.[1-C]

Como interesa la representacion mediante el &ngulo mitad, se recuerda, por la ecuacién
(2.28), que:

7]
1—C=1-cos(8) = 2.sen? <§> = 2.b?

Entonces:
C=1-2.b? (2.40)
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Por otro lado, como a? + b? = cos? (9) + sen? (9) = 1, es cierto que:
2 2
C=1-2.b%>=a%*+b?-2.b*> = a* — b? (2.41)

Ademas, como S =sen(f) y se verifica que C? + S2 = cos?(0) + sen?(0) =1,
entonces:
$2=1-C2=1-(1-2b%)%2=1— (1+ 4b* — 4b?) = 4b? — 4b*

Por lo tanto:

S| = V4bz — 4b* = Va.\[b2. /1 — b2 = 2.\/b2.\Jaz = 2.|b|.]|al = 2.]al.|b| (2.42)

Como 8 € [0, 2m), se considerara, por un lado, qué ocurre si 6 € [0, 1) y, por otro, si
6 € (m,2m).

Primero, si 6 € [0, 1), se tiene que S = sen(6) > 0. Por lo tanto, |S| = S. Ademas,
como 6 € [0,m), se tiene que g € [0, g) Entonces, como a = co s (g) se cumple que
0 0 0
cos(;) >0, 0 sea, |a| = a. Como b = sen (E) se cumple que sen (5) > 0, 0 sea,
|b| = b. Se concluye que S = 2.a.b.
Segundo, si 6 € [, 2m), S = sen(f) < 0. Entonces, |S| = —S. Y como 6 € [r, 2m), se
tiene que e [E,n). Entonces a = cos(g) <0, o0 sea, |a| = —a. Ademas, al ser
2 2 2
0 0
b = sen (5) ocurre que sen (E) > 0, 0sea, |b| = b. Se concluye que —S = 2.(—a).b,
0 equivalentemente, S = 2.a.b.

Por lo tanto, la ecuacién (2.42) se puede reescribir de la siguiente manera:

s=2+b2Jaz=2.b.a (2.42)'

Utilizando las ecuaciones (2.40), (2.41) y (2.42)', la matriz R(6, ¥) queda asi:

54



R(0,7) =

a’? —b%?+2.b%2.v?  2.b%v.v,—2.a.b.v; 2.b%.v.v;+2.a.b.v,
2.b%.v.vy+2.a.b.v; a®—b%+2.b%v:  2.b%vy,v;—2.a.b.v; (2.43)
2.b%.v,.v3—2.a.b.v, 2.b%.v,v;+2.a.b.v; a?—b?+2.b%v?

Ahora, como T = (v, v,, v3)T es unitario, se cumple que v + vZ + v = 1. Entonces,

si se reescriben los coeficientes de la diagonal principal de (2.43), se tiene que:

a? — b% + 2b%v? = a? — b?(1 — 2v3)
= a? — b2(v? + v + v: — 2v?)
= a? — b?(—vi + v +v3)

=a? + b?(v} —vi —v2) (2.44)

a? — b? + 2b%v? = a? — b?(1 — 2v3)
=a? — b2(v} + v3: + vi — 2v3)
=a? — b2(v¥ — v: + v3)

= a? + b2(—vi + v — v2) (2.45)

a? — b? + 2b%v? = a? — b?(1 — 2v3)
= a? — b2(v? + v3: + v: — 2v3)

= a? — b?(v} + v — v3) (2.46)

Si se reemplazan (2.44), (2.45) y (2.46) en la matriz (2.43), se tiene que:

a’ + b2 (v — v —v?) 2b%v v, — 2abv, 2b%v,v; + 2abv,
R(6,D) = 2b%v,v, + 2abvy a? + b?(—vi + vi —v?) 2b?v,v5 — 2abv, (2.47)
2b%v,v; — 2abv, 2b%v,v; + 2abv, a? — b2(v? + vz —v?)

A esta Ultima matriz se la puede reescribir asi:
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2(bv)(bvy) + 2a(bvy)  a? — b*v? + b?v2 — b?vZ  2(bv,)(bvs) — 2a(bv,)

a? + b?vi — b%vZ — b%v:  2(bvy)(bv,) — 2a(bv;)  2(bvy)(bvy) + 2a(bvy)
R(6,D) =
2(bvy)(bvy) — 2a(bvy)  2(bv,)(bvs) + 2a(bvy)  a? — b%vi — b*vZ + b2v3

a? + (bvy)? — (bvy)? — (bvy)? 2(bvy)(bvy) — 2a(bvs) 2(bvy)(bvs) + 2a(bv,)
= ( 2(bvy) (bvy) + 2a(bvs) a? — (bvy)? + (bvy)? — (bv;)? 2(bv,) (bvs) — 2a(bvy) )
2(bvy)(bvs) — 2a(bv,) 2(bv,)(bvs) + 2a(bvy) a? — (bvy)? — (bv,)? + (bv;)?

Si se reemplaza ahora por los términos q, = a, q; = v;b = bvy, q, = V,b =bv, Y

q; = v3b = bvs, ya definidos antes, se llega a la siguiente matriz:

96 +9f— ¢ — 45 201-92 —2qo-93 24193 + 209>
R6,9) = 2q1.92 +2q0.95 q6—q%+d5—q5 2q,.93—2qo.q; | = RIq]
2q1.93 — 2q0-q2  2q2-93+2q0.-q1 9§ —q7 — 95 + 43

Por lo tanto, las matrices (2.39) y (2.47) son equivalentes, es decir, la rotacion R(8, )

tiene su equivalente representacion matricial utilizando cuaterniones. m

Proposicion 2.5.3. Sea el cuaternion unitario § = (qo, 91, 92,93), entonces R[q] =
R[-q].

Demostracion. Se quiere ver que los cuaterniones g y —¢q determinan la misma

transformacion. Si se tiene en cuenta la matriz de rotacion (2.39) y que a;; corresponde
al elemento ij de la matriz R[—q], si la rotacibn se hace sobre

—q = (—q0, —q1, —q2, —q3), €ntonces se tiene:

a;1 = (—q0)* + (—q1)* — (—q2)* — (—q3)* = qo* + ¢1* — q2* — q3°

a1z = 2(=q1)(=0q2) = 2(=4q0)(=0q3) = 24192 — 29045
a13 = 2(=q0)(=q2) + 2(=q1)(=q3) = 2q0q2 + 2413
a1 = 2(—q1)(—q2) + 2(—q0)(—q3) = 2q192 + 203
a2z = (=q90)* — (=q1)* + (=q2)* = (=q3)* = qo* — ¢:* + 42> — q5°
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a3 = 2(=0q2)(=q3) — 2(=q0) (—=q1) = 29203 — 29001

asy = 2(—=q1)(—q3) — 2(=q0)(—q2) = 24193 — 29092

asz = 2(—q2)(—q3) + 2(=q0)(—q1) = 29293 + 2qoq1

asz = (—=q0)% — (=q1)* = (=q2)* + (=q3)* = qo* — 41* — ¢2* + q35°
Entonces:

90° + q1° — 92° — q5° 24192 — 2q04s 29092 + 29145
R[-q] = 2414, + 2qoq;3 q0® — 41° + @* — q3° 24293 — 2qoq1
24195 — 2909- 29,93 + 29091 CIOZ - C112 - QZZ + Q32

Por lo tanto, R[g] = R[—q] m

Proposicion 2.5.4. Sea el cuaternion unitario § = (qo, 41,92, q3). Entonces la matriz

R[q] puede escribirse asi:

290° +2q:° =1 2(q192 — 9093)  2(qoq2 + 9193)
2(q192 + 9093)  2qo* +2q2°> — 1 2(q293 — 9091)
209193 — 9092) 2(9091 + q293) 2%2 + 2q32 -1

Demostracion. Como g es unitario, go% + q;2 + q,% + q3* = 1. Entonces:

a1 =q5+q7—q5—q5=q5 +q9i — (45 + 43)

=q5+q7 —(1—q5—qf) =2q° +2q,* - 1

A =q6— 5+ a5 — a5 =q§ + 95 — (41 + q3)

=q5+q;— (1 —qf —q3) = 2q° + 2q,> — 1

as3 =95 —q7 —q5 +q5 =q5 + 95 — (g1 + ¢%)

=q5 +q3 — (1—q5 —q3) = 29o° +2q5° — 1
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Los otros coeficientes de la matriz R[] se obtienen sacando 2 de factor comun en cada

uno de ellos. ]
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Capitulo 3

Angulos de Euler

Para presentar los angulos de Euler de manera comprensible, se imaginaran tres ejes
perpendiculares en el espacio de tres dimensiones, correspondiéndose con el clasico
esquema conocido de los ejes x, y, z.

Si se piensa en la trayectoria de un avidn desde el despegue hasta que alcanza la altura
durante la que desarrollard un vuelo horizontal, es obvio que durante este periodo
realizard movimientos que se pueden representar como combinaciones de giros en torno

a cada uno de los tres ejes, ademas del desplazamiento (traslacion).

Definicion 3.1.1. La terna (y, 8, @) de angulos, donde y designa el giro alrededor del eje
x, B designa el giro alrededor del eje y, y a designa el giro alrededor del eje z, se

denomina terna de angulos de Euler.

Los giros alrededor de los ejes x, y, z reciben los nombres alabeo, elevacion y cabeceo
(més conocidos por sus nombres en inglés, roll, pitch y yaw) respectivamente, como

puede observarse en la figura 3.

Figura 3

Se va a estudiar ahora tres giros consecutivos del avion sobre los ejes z,y, x, en ese

orden y en sentido positivo, suponiendo que se parte de un sistema original xyz.

El primer giro, alrededor del eje z = Z, de angulo «, tiene asociado el cuaternion

q. = (cos (g) ,0,0, sen (%)) respecto del sistema de referencia xyz.
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A continuacion, el segundo giro, de angulo S, alrededor del eje ¥ = ¥, tiene asociado el
cuaternion q, = (cos (g) ,0,sen (g) , 0), respecto del sistema de referencia Xy 2.
Por Ultimo, el tercer giro, de angulo y, alrededor del eje ¥ = x’, tiene asociado el

cuaternion q; = (cos (g) ,sen (g) , 0,0), respecto del sistema de referencia Xy Z.

Posicion de referencia

Primer giro: alrededor de z = Z

Segundo giro: alrededor de y =




!

5 Tercer giro: alrededor de ¥ = x

En el primer giro, se muestra la rotacion del avion un angulo a alrededor del eje z = 2,

angulo medido en sentido positivo de X respecto de x en el plano xy.
Como q, = (cos (g) ,0,0,sen (%)) es el cuaternion asociado a este giro, su

correspondiente matriz de rotacion es:

cos(a) —-sen(a) O
Ry = <Sen(a) cos(a) 0) (3.1)
0 0 1

En el segundo giro del avion, se muestra la rotacion un angulo £ alrededor del eje ¥,

angulo medido en sentido positivo de Z respecto de Z en el plano xz.
Como gq, = (cos (g) ,0,sen (g) , 0) es el cuaternion asociado a este giro, su

correspondiente matriz de rotacion es:

cos(B) 0 sen(B)
R = ( o 1 0 ) 3.2)
—sen(f) 0 cos(B)

Por altimo, el tercer giro es en sentido positivo en un angulo y alrededor de X. La terna
XyZ cambia a la definitiva x'y'z’.
Como gq3 = (cos (g),sen (g) , 0,0) es el cuaternion asociado a este giro, su

correspondiente matriz de rotacion es:
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1 0 0
R, = (0 cos(y) —sen(y)) (3.3)
0 sen(y) cos(y)

Por lo tanto, la composicién de los tres giros del avion tiene asociada la matriz de

rotacion M = R,,. Rg. Ry, tal que:

Se calculara la expresion de M.

1 0 0 cos(B) 0 sen(B)\ /cos(a) —sen(a) O
M:(O cos(y) —sen(y))( 0 1 0 ><sen(a) cos(a) 0)

0 sen(y) cos(y) —sen(B) 0 cos(B) 0 0 1
cos(a) cos(B) —sen(a) cos(B) sen(pB)
= [ sen(a)cos(y) + cos(a) sen(B)sen(y) cos(a)cos(y) — sen(a) sen(B)sen(y) — cos(B)sen(y)
sen(a)sen(y) — cos(a) cos(y) sen(B) sen(a)sen(B) cos(y) + cos(a) sen(y)  cos(B) cos(y)

Ahora, si se define C,, = cos(w) Y S, = sen(w), Se tiene que:

CaCp ~S4Cg Sp
M = SaCy + CaSpS,  CuCy—SaSpS, —CsS, (34)
SaSy=CaCySp  SaSpCy+CaS,  CC,

Se iguala ahora la matriz asociada a un cuaternion unitario ¢q, es decir, R[q], con la

matriz de rotaciéon M.

2(q192 + q0q3)  2qo* +2q2* — 1 2(q293 — 9091) Maz1 Mz Mp3

200195 — 9092)  2(qoq1 + 9293)  2q0° +2q3° — 1 M3; mzvfz M33

290> +2q:° =1 2(q192 — 9093)  2(qoqz + 9193) (mn my, m13>

Entonces:

my, = ZqO2 + 2q12 — 1 = cos(a) cos(B)

my, = 2(q192 — qoq3) = —sen(a) cos(B)
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my3 = 2(qoq2 + 9193) = sen(p)

my3 = 2(q293 — qoq1) = —cos(B) sen(y)
M33 = 2¢o° + 2q3* — 1 = cos(B) cos(y)

De la tercera ecuacion se tiene que B = arcsen(m,3). Con lo cual no queda

univocamente definido 3, salvo que se imponga, por ejemplo, que 8 € (— g%)

Para definir y se usaré la siguiente relacién, suponiendo denominador no nulo:

. T T
—Mas _ sen(y)cos(p) , = atan2(—my3, m33), sip € (_EE)
m33 COS(V) Cos(ﬁ) atanZ(m23, _m33), Si ﬁ e (_g’g)

Por altimo, para definir a, suponiendo denominador no nulo, se usara la siguiente

relacion:

) T
—my, sen(a)cos(ﬁ) s atanZ(—mlz, mll): sif e (—E,E)
- T
my;  cos(a) cos(B) atan2(my,, —my,), sif ¢ (_E'E)
Donde, se define:
tan~?! (%) six>0
* atan2(y,x) =<tan™?! (%) +m six<0,y=0

-1 X _ .
ktan (x) i six<0,y<0
] atanZ(y,O)=g,siy>0
= atanZ(y,O)=—§,siy<0

Ahora bien, si g € (—gg) los tres angulos gquedan univocamente determinados, y

resulta:
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a = atan2(—my,,my1)
B = arcsen(m,3)

y = atan2(—my3, ms3)

Por otro lado, de la expresion R[q] de la proposicion 2.5.4, se tiene que:

tr(R[q]) = 2q¢% + 2q,2 — 1+ 2qo% + 2q,2 — 1 + 2q¢% + 232 — 1
= 640" +2q,% + 2q,° + 2q3* — 3 = 6qy° + 2(q:* + q2° + q3*) — 3
= 6qo° +2(1 —qo*) — 3
=4q,* -1
Como q, = cos (g) entonces tr(R[q]) = 4cos? (g) — 1. Y, ademas, por la identidad

, resulta:

. L 6 1+ %]
trigonométrica cos? (5) = CZS( )

tr(R[q]) = 4cos? (%) —-1= (1+C—OS(9)> —1 =1+ 2cos(0)

2

Como R[q] = M, se tiene que tr(R[q]) = tr(M). Entonces:

4qo* — 1 = myq + my, + ma3

1+my +myy +mss
lqol = 2

J1+myy +my, +ma;
lqo| = 5

Si se recuerda que los cuaterniones g y —q generan la misma matriz M, no es posible

determinar el signo de q,.
Ahora, si se adopta que g, > 0, se tienen las siguientes expresiones:

J1+my +my, +mas
Go = > (3.5)
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_ (my3 —m3y)

_ (mz; —my3)

qz = 4q, (3.7)

_ (my; —myq)

qs = 4q, (3.8)

Estas expresiones permiten obtener el cuaternion a partir de la matriz M.

Para obtener el cuaternion a partir de los angulos de Euler, se reemplazan en las

ecuaciones anteriores los elementos de la matriz M, en funcion de dichos angulos.

JTF Calp + CuC, = S.555, + C4C,

—CgS, — (5,5;C, + C,S.
q1=( By (a[?y ay)) (3.10)
4qo
(SaSy—CoCySg — Sp)
= A1
q: 4q, (3.11)
-S5,Cz — (S,C, +C,S3S
gy = 20 = Caly + CaSpSy)) (3.12)

4qo
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Capitulo 4

Utilizacion del acelerometro en un teléfono mévil para
describir rotaciones en R3

4.1. Sensores en el teléfono movil

En la actualidad, los teléfonos mdviles inteligentes poseen distintos sensores. Entre
ellos, se pueden mencionar acelerometro, giroscopio, magnetémetro, sensor de
temperatura, sensor de humedad, GPS, etc.

Ahora, la pregunta es: ;qué es un sensor?

Un sensor puede ser definido, de una manera sencilla, como un dispositivo capaz de dar
respuesta eléctrica a estimulos fisicos externos. Se trata, basicamente, de un elemento
que traduce una magnitud fisica y real, como la temperatura, la aceleracion o la
longitud, en unidades que pueden ser interpretadas de forma sencilla por un dispositivo
electronico.

Los sensores de un teléfono madvil son utilizados cotidianamente por las personas,
aunqgue ellas no se detengan a pensar realmente como funcionan. Por ejemplo, si se
quiere utilizar la pantalla del teléfono en posicion vertical u horizontal; se contesta una
Ilamada agitando el teléfono; se resbala el aparato y, antes de impactar con el suelo, se
apaga para proteger el sistema operativo y sus datos; se agita el teléfono para apagar una
alarma.

En todos estos ejemplos acttan los sensores del teléfono movil.

4.2. ;Qué es un acelerémetro?

El acelerémetro es un dispositivo que convierte aceleraciones o cambios de velocidad,
en una sefal eléctrica. Los mas usados en un teléfono movil son los de tipo capacitivo.
Pero los hay también de tipo mecanicos, piezoeléctricos, laser, de induccion magnética,
oOpticos, etc.

En un teléfono mavil, el acelerometro es parecido a un chip, es de un tamafio reducido
porque funciona con nanotecnologia. La base de su funcionamiento es un condensador,
un dispositivo que generalmente esta integrado por dos placas metalicas fijas, una en
frente de la otra; y por un material dieléctrico, que puede ser, entre otras cosas, poliéster

0 papel.
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En el caso de los acelerometros, una de esas placas es movil, de tal forma que cuando se
aplica una aceleracion sobre el teléfono movil, la capacidad del condensador cambiara.
Se hara mayor o menor en funcién del movimiento, ya que la placa movil se desplazara
y, de esta manera, reduce o aumenta la distancia entre las placas.

El material dieléctrico, que, como se dijo, puede llegar a ser papel, se encargara de
almacenar la energia que llega de las placas.

El sensor cuantificara y enviara la carga al chip del teléfono para que procese y halle

qué aceleracion se ha producido.

4.3. Estimacion de los angulos pitch y roll

Si se retoma lo desarrollado en el capitulo 3, se tendrd en cuenta ahora la definicion
3.1.1, en la cual se nombra la terna (y, 8, @) correspondiente a los angulos de Euler,
donde y designa el giro alrededor del eje x, 8 designa el giro alrededor del eje y, y «
designa el giro alrededor del eje z.

Recordando que x, y, z reciben, respectivamente, los nombres roll, pitch y yaw.

Se utilizard ahora no un avion, sino un teléfono movil. Esto ultimo queda ilustrado en la

siguiente figura:

Figura 5: Angulos
Roll, Pitch y Yaw

Pitch f

Como puede observarse, el eje x estad alineado a lo largo del cuerpo del teléfono.
Notemos, ademas, que el eje z esta alineado con la fuerza de gravedad terrestre, cuando

el telefono estd apoyado sobre un plano horizontal.
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Definicion 4.3.1. Un acelerometro montado en un teléfono movil, orientado sobre el
vector del campo gravitacional terrestre, que se denota g = (0 0 1)7, tendra una

salida dada por:

Gipx 0
Gy = Gpy | =R.g =R. <0> (4.1)
Gy 1

z
Donde R es la matriz de rotacion que describe la orientacion del teléfono movil relativa
al marco de coordenadas de la Tierra.

La orientacion del teléfono puede definirse por las rotaciones de roll, pitch y yaw, desde
una posicion inicial. Las matrices de rotacion de roll, pitch y yaw, que transforman un
vector, como el vector g del campo gravitacional terrestre, bajo una rotacion del sistema
de coordenadas de la figura 5 a través de los angulos de Euler, son las matrices descritas

en (2.32), que se repiten a continuacion:

1 0 0
R.(y) = (O cos(y) —sen (y))
0 sen(y) cos(y)

cos(B) 0 sen(B)
R,(B) = ( 0 1 0 )
—sen(B) 0 cos(B)

cos(a) —sen(a) O
Ry(a) = <sen(a) cos(a) O)
0 0 1

Hay seis posibles ordenamientos de estas tres matrices de rotacion y, en principio, todos
son igualmente validos. Sin embargo, estas matrices de rotacidén no se pueden conmutar
en el sentido de que la matriz de rotacion R depende del orden en que se sean aplicadas
las rotaciones de roll, pitch y yaw.

Se veran, a continuacion, estas seis posibles matrices de rotacion R.

Caso 1.

0 0
Ryys- (0) = R, (1). Ry (B). R, (). (0)
1 1
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cos(a) sen(B)sen(y) — cos(y) sen(a) cos(y) cos(a) + sen(B) sen(y)sen(a) cos(B)sen(y)

cos(y) cos(a) sen(B) + sen(y) sen(a) cos(y) sen(B)sen(a) — cos(a)sen(y) cos(B) cos(y)

( cos(B) cos(a) cos(B)sen(a) —sen(B) )(0)
. 1

—sen(p)
= | cos(B)sen(y) (4.2)
cos(pB) cos(y)

Esta ultima ecuacién puede ser reescrita en relacion a los angulos y y g normalizando

Gp. Entonces:

G —sen(p) 1 Gpx —sen(B)
”Gp” = COS(ﬁ)Sen(V) = A Ypy | = COS(,B)SGTL()/) (4.3)
p cos(pB) cos(y) \/prz + Gpy® + Gp,” \Gpz cos(B) cos(y)

Como (0 0 1)T tiene mddulo 1, y las rotaciones conservan moédulos, entonces:

0
-l
1

Por lo tanto:

Gpx = —sen(f)
Gpy = cos(f)sen(y)
Gpz = cos(B) cos(y)

Ahora, si se resuelve la ecuacién (4.3) para los angulos y y 8, y utilizando el subindice

xyz para denotar que se trabaja sobre la secuencia de rotacion R, ,, se tiene:

_cos(B)sen(y) _ Gy,

tan(y)yy, = m = Gy (4.4)
xyz = pr.Sen()/) + sz- COS(V) B G 2 +G 2 .
py pz
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Se mostrard esta ultima ecuacion, no tan obvia como la (4.4). Por un lado:

_sen(f)  —Gpy —Gpx
tan(B)yy, = cos(B)  cos(B)  cos(B).(sen2(y) + cos?(y))

—Gpy

- cos(B)sen?(y) + cos(B)cos?(y)

—Gpy

" (cos(B)sen(y)).sen(y) + (cos(B) cos(y)) . cos(y)

~Gpx
Gpy.sen(y) + Gp,.cos(y)

Por otro lado:

sen(f) _ _pr . _pr
cos(B) Jcos2(B) B Jcos2(B). (sen?(y) + cos2(y))

tan(p )xyz =

—Gpy

B Jcos?2(B)sen?(y) + cos?(B)cos?(y)

—Gpy

B J(cos(B)sen(y))? + (cos(B) cos(y))?

—Gpy
2 2
Gpy” + Gpy

Caso 2.

0 0
Ryxz- (0> = Ry(B)-Re(¥). Rz (). (0>
1 1

cos(a) cos(B) — sen(B)sen(y)sen(a) sen(a)cos(B) + sen(B)sen(y) cos(a) —sen(B)cos(y) 0
= —cos(y) sen(a) cos(y) cos(a) sen(y) . (0>
cos(B)sen(y) sen(a) + sen(B) cos(a) —cos(a)cos(B)sen(y) + sen(a)sen(B) cos(B) cos(y) 1
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sen(y)
cos(p) cos(y)

<—sen(ﬂ) cos(y))
(4.6)

Esta ultima ecuacién puede ser reescrita en relacion a los angulos y y g normalizando

Gp. Entonces:

G —sen(B) cos(y) 1 Gpx —sen(B) cos(y)
”Gp” = sen(y) = . pr = sen(y) (4.7)
P cos(B) cos(y) \/prz + Gpy® + Gpy” \Gpz cos(B) cos(y)

Recordando que ||G, || = 1, entonces:

= —sen(B) cos(y)

= sen(y)
cos(B) cos(y)

Gpx
Gy
Gpz

Ahora, si se resuelve la ecuacién (4.7) para los angulos y y 8, y utilizando el subindice
yxz para denotar que se trabaja sobre la secuencia de rotacion R, se tiene:

_sen(y) Gy Gpy

tan()/)yxz = cos(y) - \/COSZ(V) - \/COSZ(V)(SenZ(,B) + COSZ([;))

_ Gpy
\/cosz (y)sen?(B) + cos?(y)cos?(B)

— Gpy
V (cos(y)sen(B))? + (cos(y)cos(B))?
S (4.8)
/prz + Gp,”
_sen(f) _sen(B)cos(y) —Gpy 49

tan(ﬁ)yxz - cos(p) h cos(B)cos(y) Bl sz
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Caso 3.

0 0
Ryzy- <0> = Ry (¥). R;(a). Ry (B). <0>
1 1

cos(B)cos(a) sen(a) —cos(a)sen(pB) 0
= —cos(y) cos(B) sen(a) + sen(y)sen(B) cos(y)cos(a) cos(B)sen(y) + cos(y) sen(B)sen(a) |. (0)
cos(B) sen(a)sen(y) + cos(y) sen(B) —cos(a)sen(y) cos(B)cos(y)— sen(B)sen(y)sen(a) 1

—cos(a) sen(B)
= | cos(B) sen(y) + cos(y) sen(B)sen(a) (4.10)
cos(B) cos(y) — sen(B)sen(y)sen(a)

Caso 4.

0 0
Ryzx- (0> =R, (B)-R,(a). R (¥). <0>
1 1

cos(a)cos(B) cos(y)cos(B)sen(a) + sen(B)sen(y) cos(B)sen(y)sen(a) — sen(B)cos(y) 0
= —sen(a) cos(y) cos(a) cos(a) sen(y) . <0>
cos(a) sen(B) —cos(B)sen(y) + cos(y) sen(a)sen(B) cos(B)cos(y) + sen(B)sen(y)sen(a) 1

cos(B)sen(y)sen(a) — sen(B)cos(y)
cos(a) sen(y) (4.11)

cos(B) cos(y) + sen(B)sen(y)sen(a)

Caso 5.

0 0
Rzxy- (0> = R (a). R (¥). Ry(ﬁ)- (0>
1 1

cos(a) cos(B) + sen(B)sen(y)sen(a) cos(y)sen(a) cos(B)sen(y)sen(a)— sen(B)cos(a) 0
= —cos(B) sen(a) + cos(a) sen(y)sen(B) cos(y)cos(a) cos(a)cos(B)sen(y) + sen(B)sen(a) |. (0)
cos(y) sen(B) —sen(y) cos(B)cos(y) 1

cos(B) sen(y)sen(a) — sen(B) cos(a)
= | cos(a) cos(B) sen(y) + sen(B)sen(a) (4.12)

cos(B) cos(y)
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Caso 6.

0 0
Rzyx- <0> = R;(@). Ry (B)- Rx(¥). <0>
1 1

cos(a) cos(B)  cos(y)sen(a) + cos(a) sen(y)sen(B) sen(y)sen(a) — cos(y) cos(a) sen(B) 0
= —cos(B) sen(a) cos(a)cos(y) — sen(B)sen(y)sen(a) cos(a)sen(y) + cos(y) sen(a)sen(B) |. (0)
sen(B) —cos(B) sen(y) cos(B)cos(y) 1

sen(y)sen(a) — cos(y) cos(a) sen(B)
= | cos(a) sen(y) + cos(y) sen(a)sen(B) (4.13)

cos(B) cos(y)

Se puede observar que las ecuaciones (4.2), (4.6), (4.10), (4.11), (4.12) y (4.13), que
indican las matrices de rotacion obtenidas, son todas diferentes entre si.

Una consecuencia de esto es que los dngulos de rotacion roll, pitch y yaw quedan sin
sentido si no se define previamente el orden en el cual estas rotaciones son aplicadas.
Las rotaciones que se obtienen desde el caso 3, inclusive, en adelante, pueden ser
dejadas de lado para determinar la orientacién del teléfono movil.

La salida del acelerébmetro tiene tres componentes pero, como el vector g (que se
encuentra sobre la superficie de una esfera de radio 1) posee norma igual a 1, solamente
se tienen dos grados de libertad.

Por lo tanto no es posible resolver estas rotaciones para tres Gnicos valores de los
angulos roll, pitch y yaw. En estos cuatro ultimos casos, la salida del acelerometro se
corresponde a una funcién de los tres angulos de rotacion y, por lo tanto, no pueden ser
resueltas.

Sin embargo, las matrices de rotacion obtenidas en los dos primeros casos, dependen
solamente de los angulos y (roll) y B (pitch), y pueden ser resueltas. La falta de
dependencia del &ngulo de rotacion a (yaw) se puede comprender fisicamente desde la
primera rotacion con un angulo a alrededor del eje z del teléfono, que estd,
inicialmente, alineado con el campo gravitacional terrestre y apunta hacia abajo.

Todos los acelerometros son insensibles a las rotaciones con eje en la direccion del
campo gravitacional y no pueden ser usados para determinar tal rotacion.

De esta manera, se terminan utilizando las secuencias de rotaciones R, del caso 1, o
Ry, del caso 2, para poder eliminar la rotacion sobre el angulo « Y, asi, encontrar la

solucion para los angulos y y .
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4.4. Eliminacion de soluciones duplicadas limitando los
angulos pitch y roll

En la seccion anterior se mostro por que se utilizan las secuencias de rotaciones R, 0

R, .. Sin embargo, estas rotaciones presentan un numero infinito de soluciones para los

angulosy y B.

Restringiendo los angulos roll y pitch entre -  y  ayuda de alguna manera, pero, como

se vera, esto conduce a dos soluciones unicas de los angulos nombrados.

Si se evalua la expresion (4.2) para el angulo roll y + m y para el angulo pitch w — 8,y

aplicando identidades trigonométricas, la medicion del acelerémetro es la misma que

resulta de las rotaciones de y y 3, es decir:

—sen(B) —sen(mw — f)
= | cos(B)sen(y) | =| cos(mt — B) sen(y + m)
cos(B) cos(y) cos(mt — B) cos(y + m)

Similarmente, si se evalGa la expresion (4.6) para el angulo roll = — y y para el angulo
pitch B + m, también la medida del acelerometro coincide con la que surge de las

rotaciones de y y 3, 0 sea:

—sen(p) cos(y) —sen(B + m) cos(m —y)
= sen(y) = sen(m —y)
cos(B) cos(y) cos(B + ) cos(mt —y)

La solucidn es restringir el angulo roll o el angulo pitch, pero no ambos, entre — % y g

La convencion utilizada en la secuencia aeroespacial es que el &ngulo roll esté entre -
. , - 7 A Y

y 1, mientras que el &ngulo pitch esté entre — SY5

La convencion usada por los teléfonos méviles Android y por Microsoft es lo contrario:

el angulo roll entre — >y =, y el angulo pitch entre - y .

Cualquiera sea la convencidn utilizada, lo que se obtiene es la eliminacion de una de las

dos soluciones duplicadas.
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4.5. Implementacion del software Mathematica para la
visualizacion de una rotacién de un teléfono movil

En esta seccion se describe una simulacion de un objeto rotando en el espacio, usando el
software Mathematica. En particular, el objeto es un teléfono mavil. Se registra su
orientacion a través de los datos del acelerometro, que luego se procesan en
Mathematica.

Para poder visualizar una rotacién determinada de un teléfono movil a través del
software Mathematica, es necesario instalar en el teléfono una aplicacion que lea los
datos del sensor, en el caso estudiado, el acelerémetro, y los grabe.

La aplicacion que se utiliza se Illama AndroSensor, en su versién 1.9.6.3. Una vez
instalada, se comienza a grabar mientras el teléfono rota durante un determinado
intervalo de tiempo. Luego, al detener la grabacion, se genera un archivo .CSV
(comma-separated values o valores separados por coma).

Por ultimo, se importa el archivo .CSV desde Mathematica.

Se generan los vectores G,,(t), Gpy(t) Y Gp(t), que contienen el registro del
acelerémetro en cada instante t, t = 1,2, ..., t;;,,, donde t;, es la cantidad total de datos
almacenados. Si la frecuencia con la que AndroSensor registra la salida del
acelerémetro es f registros por segundo, y se graban s segundos, tf;, = f - s datos.

A continuacion se obtienen, usando las ecuaciones 4.4 y 4.5 (o las ecuaciones 4.8 y 4.9)
los angulos roll y pitch para cada t. Se determina que a = 0 en todo instante.

Para definir la rotacion se implementaron tres alternativas:

a. Definiendo la matriz de rotacion M usando la ecuacion 3.4

b. Aplicando secuencialmente las tres rotaciones R,, Rz ¥ R,, a partir de las
ecuaciones 3.1, 3.2, 3.3 (obviamente, siendo « =0, R, =1. Pero en la
programacion se considera la matriz R, para poder usarse en otros casos mas
genéricos).

c. Definiendo el cuaternion correspondiente a la orientacién en cada instante,
usando las ecuaciones 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, y aplicando la rotacion al objeto

usando ecuacion 2.30. Ya que a = 0, las componentes del cuaternion resultan:

J1+Cs+C, +CgC,
B 2

9o
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4qo
0 = —&Ss— S
2 4q,
—S5S.
qs = 4ﬁ !
9o

El objeto simulado se define como un cuboide de dimensiones 1x0.5x0.1.

Al cuboide se le aplica la rotacion definida por los datos del sensor, para cada instante t,
y se visualiza como una animacion. Asi, el cuboide reproduce el movimiento del
teléfono.

Como ejemplo, se muestran tres instantes determinados que muestran la posicion del
teléfono a partir de los datos registrados con AndroSensor.

En la figura también se muestra la evolucion de los &ngulos pitch y roll en los s
segundos que se registraron (en este caso, s = 102) donde el &ngulo pitch esta

representado por la curva azul y el angulo roll por la curva amarilla.

«— D]
Rad
15¢
1.0+n /\
05}
seg

20 40 60 80 100
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‘ ‘ ‘ ‘ seg
20 40 60 80 100

Rad

seg

20 40 60 80 100

Cabe aclarar que el resultado de la simulacion es el mismo para las tres alternativas de

definir la transformacion de rotacion del cuboide.
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Capitulo 5

A modo de cierre

Los Ilamados cuaterniones o numeros hipercomplejos fueron usados por la Fisica a fines
del siglo XIX y principios del XX. Sin embargo, el desarrollo del célculo vectorial,
posterior a la invencion de los cuaterniones, termind dominando el estudio del espacio
n-dimensional, dejando de lado a los mismos, a pesar de que el algebra de los
cuaterniones posee notables ventajas si se desea trabajar en el espacio tridimensional.
Para describir rotaciones de un objeto en R3, los angulos de Euler y las matrices de
rotaciones desplazaron a los cuaterniones, relegando asi las ventajas vinculadas con su
eficiencia y sus caracteristicas algebraicas.

Cabe destacar que, en la actualidad, y desde hace varios afios, ha crecido la utilizacién
de los cuaterniones en diferentes disciplinas, como, por ejemplo, la robotica, la vision
artificial en 3D, la navegacién aeroespacial, los videojuegos, etc. A través de diversas
implementaciones en dichas disciplinas, y en otras mas, se pueden observar las
maultiples aplicaciones que tienen los cuaterniones. Son, por lo tanto, muy importantes
para el desarrollo de aplicaciones en el &mbito cientifico-tecnoldgico.

El objetivo de este trabajo es mostrar una alternativa al uso de los angulos de Euler y las
matrices de rotaciones para describir como rota un objeto en el espacio tridimensional.
Esa alternativa fueron los cuaterniones.

También se ha estudiado detenidamente la forma de pasar de una representacion a otra.
Se vio que, debido a la periodicidad y propiedades de paridad/imparidad de las
funciones trigonométricas, las soluciones pueden no ser Unicas, a menos que se

impongan restricciones en los valores de los angulos.
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