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RESUMEN:

De las muchas y muy variadas relaciones existentes entre musica y
matematica se ha escogido, para el presente trabajo, el andlisis de la ecuacién
de onda en el caso particular de los instrumentos de cuerda.

La eleccion de este tema se efectla, principalmente, porque su contenido
permite un acercamiento sumamente practico a todos los conocimientos
matematicos que aqui se exponen, con ejemplos de simple ilustracion y
facilmente interpretables, y que a la vez nos permiten un enfoque alternativo a
los instrumentos musicales. Por otro lado, quien se encuentre mas familiarizado
con los conceptos asociados al sonido, podra interiorizarse en los mecanismos
gue permiten analizar esos conceptos.

El trabajo ha sido dividido en siete capitulos especificos y un anexo en el
gue se realiza una exposicion practica de todo lo descripto en los capitulos
anteriores.

Se comienza con la explicacion de los principales conceptos relacionados
con las ondas y el sonido y que tendran relevancia a lo largo de este trabajo,
estableciendo un lenguaje conveniente para el correcto seguimiento del
subsiguiente analisis. Luego se establece una aproximacion a las
caracteristicas generales de los instrumentos musicales y las particularidades
de un grupo en especial, el conformado por los instrumentos de cuerda

Mas adelante comienzan a aparecer algunas relaciones entre los términos
vistos en los capitulos anteriores y los conceptos matematicos a aplicar. Se
realiza una introduccién a las Series de Fourier y se practica el analisis y las
condiciones para su convergencia. Con las herramientas y conceptos
mencionados se realiza un abordaje mas completo a los diversos métodos que
se necesitan para completar el analisis y presentar la ecuacion de onda de una
cuerda vibrante.

Por ultimo, ya en el anexo, se trabajara con software de edicion musical y
de analisis de espectros de sonido, para interpretar de manera grafica y
auditiva el alcance de los conceptos y teoremas aqui demostrados, muchos de
los cuales, si bien son enunciados en numerosos textos, no son demostrados
en ninguno de ellos.

Pagina 2



indice

CAPITULO I: ONDAS

El movimiento ondulatorio
Clasificacion de las Ondas
Caracteristicas de las Ondas

CAPITULO II: SONIDO
El Sonido

Naturaleza del Sonido

El Oido Humano

CAPITULO Ill: INSTRUMENTOS MUSICALES e
INSTRUMENTOS MUSICALES DE CUERDA

Los Instrumentos Musicales

Caracteristicas Generales de los Instrumentos Musicales
Clasificacion de los Instrumentos Musicales

Los Instrumentos de Cuerda

CAPITULO IV FUNCIONES PERIODICAS
Funciones Periodicas

Periodo Fundamental

Ciclo

Frecuencia

CAPITULO V SERIES DE FOURIER

Series de Fourier

Convergencia de las Series de Fourier

Funcion continua por tramos

Derivada derecha / Derivada izquierda

Funcion derivable por tramos

El nacleo de Dirichlet

Convergencia uniforme de la serie de Fourier

El fendmeno de Gibbs

Series de Fourier para funciones no periddicas

Teorema de Fourier para funciones no periédicas

Integracion y diferenciacion de Series de Fourier

Teorema: Diferenciacion término a término de series de Fourier
Teorema: Diferenciacion término a término de series de Fourier para
funciones no periodicas.

Teorema: Integracion término a término de series de Fourier para funciones
no periodicas.

Teorema: Integracion término a término de series de Fourier
Series de Fourier de funciones periédicas pares o impares
Teorema: Series de Fourier de funciones pares o impares.
Series de Fourier en senos y cosenos

Teorema: Convergencia de la serie de Fourier en cosenos.

10

12
16
18

22
23
26
27

30
31
36
36

39
43
43
44
45
56
68
70
73
75
77
80

84

85

87
88
89
90
92

Pagina 3



Teorema: Convergencia de la serie de Fourier en senos.

CAPITULO VI ECUACION DE LA CUERDA VIBRANTE
Solucién de una ecuacién Diferencial Ordinaria Lineal, de Orden 2,
Homogénea y a coeficientes constantes

Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

Clasificacion de las ecuaciones en derivadas parciales

Método de Separacion de Variables

Principio de Superposicién de Soluciones

Ecuacion de la Cuerda Vibrante (o Ecuacién de Onda)

Solucion de la Ecuacion de Onda

Solucién de la Ecuacién de Onda segun D’ Alembert

CAPITULO VII LA ECUACION DE ONDA EN LOS

INSTRUMENTOS DE CUERDA
Introduccion
La ecuacion de onda en los instrumentos de cuerda

ANEXO APLICACIONES DEL ANALISIS DE FOURIER EN

ECUACIONES DE ONDAS
Introduccioén

Andlisis de Fourier del Punteo de una Guitarra

93

104

104
105
106
108
109
113
126

142
143

147
148

Pagina 4



Analisis de la Ecuacion de Onda en los Instrumentos de Cuerda

;/ 4 ;/// ///// ?/;// %
y A & . y

Pagina 5



CAPITULO |

ONDAS

Pagina 6



1.1 El movimiento ondulatorio

El movimiento ondulatorio es el proceso por el cual se propaga energia de un
lugar a otro sin transferencia de materia. Este proceso se realiza mediante
ondas.

Desde el punto de vista fisico, utna onda es una perturbacién que se propaga
desde el punto en que se produjo hacia el medio que rodea ese punto. Este
medio puede ser de naturaleza diversa: solido, liquido o gaseoso. Ejemplos de
medios pueden ser el aire, el agua, un trozo de metal o inclusive el vacio,
aunque veremos que no todas las ondas son capaces de propagarse en él.

También son variadas las propiedades que sufren la perturbacion: densidad,
presion, campo eléctrico o campo magnético son soélo algunos ejemplos de
ellas.

Las ondas pueden clasificarse de acuerdo a diversos criterios:

1.2.1 Clasificacion en funcion del medio en el que se propagan

Ondas mecanicas: son aquéllas que necesitan de un medio elastico
para propagarse. Si se produce una vibracion en un punto de un medio
elastico, ésta se transmite a todos los puntos de éste. Cuando el
movimiento es uniforme, se llama vibracion armoénica. Las particulas del
medio oscilan alrededor de un punto fijo, por lo que no existe transporte
neto de materia a través del medio. Dentro de las ondas mecanicas
consideramos las ondas elasticas, las ondas sonoras y las ondas de
gravedad (analizadas en dinamica de los fluidos, no confundir con las
ondas gravitacionales).

Ondas electromagnéticas: tienen la caracteristica de propagarse por el
espacio sin necesidad de un medio pudiendo, por tanto, propagarse en
el vacio. Esto es debido a que las ondas electromagnéticas son
producidas por las oscilaciones de un campo eléctrico en relacion con un
campo magnético asociado.

Ondas gravitacionales: las ondas gravitacionales son perturbaciones
gue alteran la geometria misma del espacio-tiempo y aunque es comun
representarlas viajando en el vacio, técnicamente no podemos afirmar
que se desplacen por ningun espacio sino que en si mismas son
alteraciones del espacio-tiempo. Aunque la radiacion gravitacional no ha
sido aun detectada directamente, hay evidencia indirecta significativa de
Su existencia.
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Figura 1.1: Onda gravitacional creada por un sistema binario.
Crédito: K. Thorne (Caltech), T. Carnahan (NASA GSFC)

1.2.2 Clasificacion en funcion de la direccion de la propagacion

Ondas longitudinales: la vibracion de la onda es paralela a la direccion
de propagacion de la propia onda, es decir que el movimiento de las
particulas que transportan la onda es paralelo a la direccion de
propagacion de la onda. Por ejemplo, un resorte que se comprime da
lugar a una onda longitudinal.

Ondas transversales: la vibracion es perpendicular a la direccion de la
onda, es decir que las particulas se mueven perpendicularmente a la
direccién de propagacion de la onda. Por ejemplo, las ondas sobre la
superficie del agua.

Cabe sefialar que hs ondas longitudinales se propagan en medios con
resistencia a la compresion (gases, liquidos y sdlidos) y las transversales
necesitan medios con resistencia a la flexion, como la superficie de un
liqguido, y en general medios rigidos. Los gases y los liquidos no
transmiten las ondas transversales.

Cormpresian Enrarecimienta
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Cresta

Longitud
de onda

Figura 1.2: Onda Longitudinal y Onda Transversal, ambas generadas con un resorte.

1.2.3 Clasificacion en funcion de su propagacion

Ondas unidimensionales: se propagan a lo largo de una sola direccién
del espacio, como en el caso de una cuerda. Si la onda se propaga en
una direccion Unica, sus frentes de onda son planos y paralelos.

Ondas bidimensionales o superficiales: se propagan en dos
direcciones, como por ejemplo las ondas que se producen en la
superficie de un lago cuando se deja caer una piedra sobre él.

Ondas tridimensionales o esféricas: se propagan en tres direcciones.
Sus frentes de ondas son esferas concéntricas que salen de la fuente de
perturbacién expandiéndose en todas direcciones. El sonido es una
onda tridimensional, como también lo son las ondas electromagnéticas.

Longitud de onda (metros) A

Periodo (segundos)

Altura de
la pared
(metros)

ﬁmetros

i

Figura 1.3: Una ola explicada como Onda.

1.2.4 Clasificaciéon en funcién de su periodicidad

Ondas periodicas: la perturbacion local que las origina se produce en
ciclos repetitivos, por ejemplo una onda sinusoidal.
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Ondas no periodicas: la perturbacion que las origina se da
aisladamente o, en el caso de que se repita, las perturbaciones

sucesivas tienen caracteristicas diferentes. Las ondas aisladas se
denominan también pulsos.

1.2 Caracteristicas delas Ondas

Cuando una particula se mueve desde un punto extremo hasta el otro y
vuelve (pasando dos veces por la posicion de equilibrio), decimos que ha
hecho una oscilacion o vibracion completa.

Si no aplicamos ninguna fuerza exterior, la amplitud de este movimiento
va decreciendo progresivamente, pero a veces es posible compensar esta
pérdida de amplitud con impulsos de forma que cada vibracion sea idéntica a la
precedente. En este caso decimos que el movimiento es periédico y se llama
periodo (p), al tiempo que tarda en tener lugar una vibraciobn completa. Se
llama frecuencia (f) al nimero de oscilaciones por unidad de tiempo, tal como
vimos en el capitulo anterior.

La frecuencia, juntamente con la velocidad de propagacion del sonido (v)
esta relacionada con la longitud de onda (?).

Definicion 1.1: Longitud de Onda

La Longitud de Onda (?) es el espacio que recorre una onda del inicio al final

de una oscilacion completa. La longitud de onda se mide en metros y se
obtiene a partir de la formula:

espacio = velocidad -tiempo.

Cuando hablamos de una vibracidbn armédnica, longitud de onda =
velocidad de transmision - periodo, es decir:

La ecuacioén que relacionav, ?,yfes:v =2 -f
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| T=1/4 F=4Hz

Figura 1.4: La imagen corresponde a una onda de f= 4Hz. La funcidén que corresponde a esta
grafica es g(t)=sin(2- #-4-t), y su periodo T es igual a 1/f=1/4.

Cuando ha transcurrido un tiempo T, los puntos situados a distancia | del
punto inicial comienzan a iniciar el movimiento vibratorio, eso también pasa con
el punto perturbador, que habia vuelto a su posicidén de equilibrio. Decimos que
estos dos puntos estan en concordancia de fase.

Cuando el medio de propagacién esta limitado (una cuerda atada a los
extremos, la columna de aire dentro de un tubo), la onda, cuando llega a este
limite, se refleja. Esta reflexion se combina con la perturbacién inicial dando
lugar a lo que se llama onda estacionaria. Estas ondas estan caracterizadas
por la aparicion de puntos en reposo (nodos) y puntos con amplitud vibratoria
maxima (vientre). En las cuerdas vibrantes y en los tubos sonoros, se producen
fendmenos de esta clase.

TAmplitud vibrataria
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CAPITULO I

SONIDO
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2.1 El Sonido

Para una primera aproximacion, bastaria con definir al sonido como el
estimulo producido en el oido por la vibracion de particulas que se desplazan
por el aire en forma de ondas sonoras.

Esta definicion, si bien es practica, puede llevarnos a creer que el sonido
so6lo se propaga en el aire y qué el oido es capaz de percibir todos los sonidos
existe ntes.

A continuacion veremos que ninguna de las dos aseveraciones es
completamente correcta y que es mas adecuado referirse al sonido como la
vibraciéon producida por un grupo de particulas que se desplaza a través
de un medio elastico, sea éste de naturaleza sélida, liquida o gaseosa.

Ciertamente el sonido se propaga a través de cualquier medio elastico y
no sélo por el aire, aunque cabe aclarar que no es posible la propagacion del
sonido en el vacio. Este es un desliz muy frecuente en las peliculas de ciencia
ficcion, que agregan a su banda sonora las explosiones y los motores de las
naves en el espacio, aunque debemos convenir que seria muy aburrido —
aunque adecuado en términos de la Fisica — verlo de otra manera.

Ademas, casi todos hemos experimentado la sensacién de escuchar
sonidos bajo el agua, o apoyando el oido en una mesa o una pared. Y casi
todos estamos habituados a la imagen, también cinematografica, de una
persona apoyando el oido sobre los rieles del ferrocarril para oir un tren que se
aproxima, y que aun no se escucha por el aire. Esto se corresponde con el
hecho de que el sonido se propaga con mayor velocidad a través de un soélido,
ademas de hacerlo en forma mas directa y practicamente sin los atenuantes y
el ruido que interfieren en la propagacion del mismo por el aire.

Caracteristicas propias del medio de transmision, como por ejemplo la
temperatura y la densidad (que en el caso de los gases se compensa casi en
todos los casos con la presién) hacen que varie la velocidad con que se
desplaza el sonido. Otros factores, como la humedad, influyen en menor
medida.

Para calcular la velocidad del sonido existen muchas y muy variadas
formulas, especificas para el caso de los gases, los liquidos y los sélidos. Por
ejemplo se cuenta con férmulas especificas para el agua, como la desarrollada
por Chavez, Sosa y Tsumura, o la de Weissler y Del Grosso para agua con
sales. Incluso se han establecido de manera empirica determinadas formulas
para el caso del agua del océano, en las que se toman datos como la salinidad,
la temperatura del agua y la profundidad con respecto a la superficie del mar
para encontrar la velocidad deseada.

Para el aire en particular se puede utilizar la siguiente férmula, donde J
es la temperatura del aire en grados Celsius (°C) y la velocidad queda
expresada en metros por segundo (m/s)
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Vaire =331.3 l+ J
V 273.15

Asi, si quisiéramos obtener la velocidad del sonido en el aire a una
temperatura de 20°C el valor obtenido seria:

20

Vare = 331.3, [1+ =343.21 m/s
273.15

En la férmula precedente, se utiliza el valor 331.3 m/s como la velocidad
del aire en condiciones normales a una temperatura de 0°C. Los casi 12 m/s de
diferencia en la velocidad — unos 43 km/h — no son nada despreciables si se
considera que la temperatura sélo se ha elevado unos veinte grados.

A continuacion se muestran algunos ejemplos de la velocidad del sonido
a través de diversos medios. NOtese que ésta se incrementa significativamente
en los solidos con respecto a los gases y los liquidos, y dentro de este grupo a
medida que los materiales son mas rigidos.

También es interesante sefialar la baja velocidad de la goma con
respecto a otros solidos, lo cual evidencia el efecto amortiguador del sonido de
dicho material.

La mayor velocidad del sonido registrada para solidos en condiciones
normales es la correspondiente al berilio, y alcanza unos 12.870 m/s

Material Estado v (m/s)
Aire (0°C) Gaseoso 331
Aire (20°C) Gaseoso 343
Helio (0°C) Gaseoso 971
Hidrogeno (0°C) Gaseoso 1286
Alcohol metilico Liquido 1143
Kerosene Liquido 1325
Agua Liquido 1493
Agua de mar Liquido 1534
Mercurio Liquido 1450
Goma Solido 1599
Oro Sdlido 3240
Cobre Sélido 3560
Aluminio Sdlido 5100
Acero Sdlido 5130
Vidrio templado Sélido 5640
Diamante Sélido 12000

Tabla 2.1 Velocidad del sonido en diversos medios

Ahora, con respecto al rango de sonidos que percibe el oido humano,
podemos agregar que existen sonidos por debajo y por encima de sus limites, y
gue se denominan infrasonidos y ultrasonidos, respectivamente.
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Estos sonidos son demasiado graves o demasiado agudos y el hombre
no es capaz de percibirlos, aunque si algunos animales. Una muestra de esto
son los silbatos de ultrasonido utilizados para llamar a los perros, o los
dispositivos electrénicos que repelen plagas. Muchos son los animales capaces
de generar sonidos fuera del rango de audicion humana: elefantes,
hipop6tamos, palomas, lobos y numerosos insectos y reptiles son capaces de
producir y percibir sonidos inaudibles para el hombre.

Pero los animales no son la Unica fuente de infrasonidos y ultrasonidos.
Tornados, terremotos, erupciones volcanicas, olas del mar, meteoritos y
auroras boreales son fuente de sonidos no audibles.

Incluso entre los seres humanos, no todos percibimos el mismo rango de
sonidos, y ademas el mismo va cambiando a lo largo de nuestra vida, puesto
gue con el correr de los afios nos costara mas reconocer ciertas frecuencias
agudas. Actualmente se encuentran en internet sonidos de timbres para
teléfonos celulares que son perfectamente audibles para un adolescente pero
no asi para sus padres.

La caracteristica del sonido que nos permite definir el rango de audicion
es la frecuencia, que sera analizada en profundidad mas adelante, junto con
otras caracteristicas de las ondas sonoras. La frecuencia se mide en hertzios
(Hz.), y para el caso de un oido humano sano y joven el rango de audicion se
encuentra entre los 20 Hz y los 20000 Hz aproximadamente. En la siguiente
tabla se muestran las frecuencias minima y maxima detectadas por algunas
especies.

Especie Min (Hz) Max (Hz)
Tortuga 20 1.000
Goldfish 100 2.000
Rana 100 3.000
Cocodrilo 50 4.000
Chimpance 100 20.000
Grillo 400 28.000
Perro 50 46.000
Gato 30 50.000
Rata 1.000 60.000
Raton 1.000 100.000
Murciélago 3.000 120.000
Delfin 1.000 130.000

Tabla 2.2 Rango de Audicion’

De todas maneras, es evidente que, a igual intensidad de sonido, la
audicion no sera la misma para dos frecuencias distintas. El rango de audicion
esta relacionado con la intensidad sonora mediante funciones de audibilidad
(threshold), que describen el umbral absoluto de audibilidad en funcién de la
frecuencia. La siguiente formula nos brinda una buena aproximacion del
umbral:
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La grafica de esta funcidon, que se muestra en la figura 2.3, s puede

obtener ejecutando los siguientes comandos del software Mathematica:

e f '92 4

e f o 068 ef o
Thr[f _]1=3.64 &l 90 _gge é&000 -3 )
1000 g €1000g '

Plot[ Thr[f], { f,0, 10°}, PlotRange ->{ 0,100} ] ;

Umbral absoluto de audibilidad

100
80
©
2
g5 0 .
) Sonido
é 0 audible
20 Sonido
inaudible

5000 10000 1500C 20000 25000 30000

Frecuencia (Hz)
Figura 2.3 Gréfica de la funcion de audibilidad.

A continuacién veremos qué es lo que ocurre cuando estas particulas se
desplazan y cémo hace el oido para apreciarlas y distinguirlas.

2.2 Naturaleza del Sonido

El sonido se origina en un cuerpo vibrante, como puede ser una varilla,
una cuerda tensa, una membrana o cualquier material que se golpea o
perturba.

Este cuerpo se denomina foco o fuente del sonido, y al vibrar transmite
esa agitacion al medio que lo rodea, que por su elasticidad, es capaz de
propagar la vibracion a través de si. Esto ocurre porque las particulas, al
desplazarse a través del medio, producen diversas tensiones y variaciones de
la densidad o presion del mismo.
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Fisicamente, el fenbmeno se describe mediante la teoria de ondas, en
términos de la mecanica ondulatoria. La particularidad de las ondas es que son
capaces de transportar energia sin desplazamiento de la materia. Se puede
representar la situacion con el siguiente modelo mecanico, intercalando masas
y resortes conectados unos con otros.

Figura 2.4 Simulacion de la transmision del sonido mediante un sistema de masas y resortes.

Si se hace vibrar la primera masa, las demas también se moveran,
repitiendo la oscilacion y quedando a la vista una onda que se desplaza a

través de la serie de masas y resortes.
Algo similar ocurre con el sonido. El foco, al vibrar, transmite esta
agitacion al medio elastico que lo rodea. De esta manera, la serie de

compresiones y dilataciones avanza, traduciéndose en una onda de presion. Lo
graficaremos de la siguiente manera:

A1 O A
. L

Zona de descompresion

P P

Zona de compresion

Foco
(diapason)

Figura 2.5 Transmision del sonido al vibrar un diapason.

Como onda, el sonido tiene las siguientes caracteristicas:
1. El sonido es una onda mecanica

Efectivamente, las ondas de sonido son ondas mecéanicas porque ya
hemos visto que necesitan de un medio para desplazarse. (ver 1.2.1)

2. El sonido es una onda longitudinal
En las ondas sonoras, la vibracidén se propaga en direccion paralela a la

direccién de la propia onda. (ver 1.2.2)

3. El sonido es unaonda tridimensional
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Los frentes de ondas de un sonido son esferas concéntricas que salen
de la fuente en todas direcciones. (ver 1.2.3)

4. El sonido es una onda periddica

De hecho, los sonidos “puros”, pueden generarse mediante una

oscilacion que describe perfectamente la trayectoria de una curva
sinusoidal a una frecuencia dada, por ejemplo, la nota LA = 440 Hz. (ver

1.2.4)

2.3 El Oido Humano

Explicaremos brevemente como es que el sonido se percibe mediante el
oido.

La funcion primaria del oido humano es la de transformar la energia
mecéanica de las ondas sonoras en un impulso nervioso eléctrico, que el
cerebro sera capaz de decodificar.

El oido se divide en tres partes principales: oido externo, oido medio y
oido interno, y su esquema general se puede ver en el siguiente diagrama:

Marillo—— ——Yungue

Cartilages de la mlm
I 0lDO EXTERNG

Figura 2.6 Anatomia del oido.

2.3.1 El Oido Externo

La Unica parte visible del oido es el pabellén auditivo que, debido a su
especial forma helicoidal, es la primera parte del oido en reaccionar ante el
sonido.
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El pabellén auditivo funciona como una especie de embudo que ayuda a
dirigir el sonido hacia el interior del oido. Sin la presencia de este embudo las
ondas sonoras tomarian una ruta directa hacia el conducto auditivo. Esto haria
gue el proceso de audicion fuera dificil e ineficaz ya que gran parte del sonido
se perderia y seria mas dificil escuchar y comprender los sonidos.

Figura 2.6 Oido Externo. 1) Pabellén Auditivo.
2) Conducto Auditivo Externo. 3) Membrana Timpéanica

El pabellon auditivo es imprescindible debido a la diferencia de presion
gue existe en el interior y exterior del oido. La resistencia del aire es mayor en
el interior que en el exterior del oido porgque el aire del interior se encuentra
comprimido, y por ello, a mayor presion. Para que las ondas sonoras penetren
en el oido de la mejor forma posible, la resistencia del aire no debe ser
demasiado alta.

2.3.2 El Oido Medio

El timpano, o membrana timpéanica, sefiala el inicio del oido medio.

Las fluctuaciones en la presion del aire que generan las ondas que
analizamos con anterioridad llegan al oido, penetran por el conducto auditivo
externo — de unos 2,7 cm. de largo y 0,7 cm. de didmetro — y se encuentran
con la membrana timpanica. La misma comienza a vibrar, y esas vibraciones
son transmitidas a un conjunto de huesos muy pequefios conformado por el
martillo, el yunque y el estribo, ya en el oido medio.

Estos diminutos huesos transmiten las vibraciones a otra membrana que
es unas 20 veces mas pequefa que el timpano, y que se denomina ventana
oval, la que es considerada la entrada al oido interno. En este punto, el sonido

se ha amplificado unas 40 veces, pues el oido medio funciona como un
transformador acustico.
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Figura 2.7 Oido Medio. 1) Extremo del timpano. 2) Matrtillo.
3) Yunque. 4) Estribo. 5) Trompa de Eustaquio.

A su vez, un canal inferior, denominado la trompa de Eustaquio,
comunica el oido medio con la laringe, para mantener la misma presion que en
el exterior e igualar asi la presibn a ambos lados del timpano. Una gran
diferencia de presion provocaria malestar y dolor, a la vez que reduciria
ligeramente la capacidad de audicion.

Figura 2.8 Oido Interno. 1) Estribo. 2) Vestibulo.
3) Céclea. 4) Nervio Acustico. 5) Nervio Auditivo. 6) Trompa de Eustaquio.

Pagina 20



CAPITULO 1lI

INSTRUMENTOS MUSICALES e
INSTRUMENTOS MUSICALES DE CUERDA
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3.1 Los Instrumentos Musicales

Ya en épocas remotas, el hombre descubrié que existian muchas y muy
diversas formas de producir sonidos, y es asi como fue experimentando con
todas ellas progresivamente. Con el correr del tiempo fue perfeccionando sus
técnicas, y las acciones de golpear y soplar elementos variados le fueron
revelando aquellos sonidos que le producian placer, permitiéndole sacar
conclusiones que llevaron al desarrollo de los instrumentos musicales tal y
como actualmente los conocemos.

Podemos llamar Instrumento Musical a cualquier sistema que permita la
generacion de uno o0 mas tonos con el fin de producir musica. Un instrumento
puede generar los tonos de uno a la vez — como en el caso de una trompeta o
una flauta dulce — o bien de manera simultdnea — como lo permiten la guitarra y
el piano, entre otros.

Existen en el mundo una gran variedad de instrumentos. Algunos de
ellos ya han caido en desuso o han evolucionado hacia versiones mas
modernas. Otros, por el contrario, permanecen en su forma original para ser
utilizados en ceremonias o para cumplir un propésito en particular.

Cada region del mundo, cada tribu y cada nacién posee instrumentos
autoctonos que identifican univocamente la manera en que la musica es
concebida y apreciada en cada rincon del planeta.

Figura 3.1: 1zq.: El artista argentino Valdo Delgado (recientemente fallecido) ejecutando su charango.
Der.: Aborigen australiano tocando el Didgeridoo. http://blogs.ya.com/thedreamoftravelling/files/didgeridoo.jpg
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3.2 Caracteristicas Generales de los Instrumentos Musicales

Un instrumento musical le permite a su intérprete ejecutar los diversos
sonidos que componen un fragmento musical. Si el mismo se encuentra
pautado, como en el caso de la ejecucion de una pieza musical escrita, el
ejecutante podra trasladar esta notacion simbdlica en sonidos que representan
lo que se encuentra escrito. En el caso de una improvisacion o en el proceso
de composicion, su conocimiento del instrumento musical le permitird crear o
reproducir sonidos afines a lo que se propone realizar.

Para desempefar su tarea, el musico cuenta con la posibilidad de
manipular aquellas caracteristicas del sonido — y por ende de la musica — que
son funcion del instrumento y su ejecucion: la tonal y la dinamica.

En lo que al aspecto tonal se refiere, un instrumento nos permite trabajar
con la altura y el timbre. Ambas son caracteristicas que permiten distinguir un
instrumento de otro e incluso agruparlos segun su afinidad con respecto a las
mismas. Asi pues, un compositor puede escribir un pasaje o una pieza
completa para un grupo de cuerdas, viento o percusion o, por ejemplo, realizar
contrapuntos entre las secciones de instrumentos con voz grave y aguda
alternativamente.

En cuanto al aspecto dinamico, éste dependera del rango de
intensidad del instrumento, y la maestria del musico al ejecutar una pieza.

Veamos ahora coémo se relacionan estas caracteristicas del sonido con
los instrumentos musicales.

3.2.1 Altura

En un instrumento, su altura esta basicamente determinada por la
frecuencia fundamental del mismo y el rango de frecuencias que abarque. Esta
caracteristica nos permite notar que hay instrumentos que producen sonidos
mas agudos y otros que producen sonidos mas graves. Segun esta
caracteristica, las voces humanas y muchos de los instrumentos musicales son
clasificadas, de mas aguda a mas grave, como soprano, contralto, tenor y bajo.

Esta es una clasificacién basica a la que suele agregarsele elementos
para calificar voces intermedias, cuando esto se hace necesario. Por ejemplo,
las voces soprano ligera 0 mezzo-soprano lirica se encuentran entre las voces
soprano y contralto; o para las voces masculinas podemos mencionar al
baritono, cuyo registro abarca parte de las voces del tenor y parte de las del
bajo. Entre los instrumentos podemos mencionar el caso de los saxofones, de
los cuales encontraremos las variedades alto, soprano, tenor y baritono, y
sopranino y contrabajo con menor frecuencia.
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Figura 3.2: Familia de Saxofones. De Izg. a Der.: sopranino, soprano, alto, tenor, baritono y bajo. Las
proporciones no son las reales, tan solo se pretende mostrar las diferencias entre ellos.

Hay otros casos en que se ha preferido utilizar distintos nombres para

los instrumentos pertenecientes a una misma familia, pero que difieren en su
altura. Asi es como violin, viola, violonchelo y contrabajo son las diferentes
versiones — de mas aguda a mas grave — de una misma familia de

instrumentos.

EY

is

Figura 3.3: De izquierda a derecha: Violin, Viola, Violoncelo, Contrabajo
http://www.melomanos.com/academia/instrum/c_arco2.htm

3.2.2Timbre

Ya hemos visto que el timbre es ni mas ni menos que aquella
caracteristica del sonido que nos permite distinguir un instrumento de otro. Es
la voz del instrumento. El timbre nos permite incluso distinguir la diferencia que
existe entre dos instrumentos similares pero de distinta fabricacion, o el mismo
instrumento cuando es tocado por dos musicos distintos.
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El timbre puede hacer mas o menos valioso a un instrumento, en funcion
de la calidad de sonidos que produce. También nos permite realizar
observaciones que hacen a la manera en que un guitarrista, trompetista o
violinista hace sonar su instrumento.

Pero, ¢por qué ocurre esto?. En principio, debemos comprender que el
sonido emitido por cualquier instrumento no es una sinusoidal pura. El rebote
de la onda sonora generara sobretonos (también llamados arménicos) que se
sumaran a lo que denominamos frecuencia fundamental, que es la generada
originalmente y la que dara nombre al sonido ejecutado.

TE[IIEI su:mnn:l:u:u

I/\“\_/ N\j/l "o

Duarb:- am:umr-:-

I/\N\_af:m m‘::_,/n e

I L: I

Figura 3.4: La frecuencia fundamental (n=1), y los arménicos segundo a
quinto (n=1 a n=5) generados en una cuerda sujeta en ambos extremos

La distribucién de estos armonicos, y la amplitud de cada uno es lo que
conforma el sonido de un instrumento determinado. En la siguiente figura se
muestra como queda conformado un sonido que es la suma de la frecuencia
original mas el segundo y tercer armonico, todos con diferente amplitud.

\\_ - - -."-u' L

Figura 3.5: Sonido generado por la suma de los tres primeros arménicos
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Una distribucion bien proporcionada de tonos y sobretonos hara a la
mejor calidad de un instrumento.

Para realizar esta experiencia podemos hacer algo sencillo. Primero
tomamos un diapasén que emita una nota a 440 Hertzios; se trata de la nota
LA, préxima al DO central del piano, denominada La3. Luego tocamos esta
misma nota en una guitarra y en un piano, siempre al mismo volumen.

Por lo que ya sabemos, estaremos igualando la altura y también la
intensidad de las tres notas, 0 sea que produciremos tres sonidos idénticos
en frecuencia y amplitud. Sin embargo, los sonidos son notablemente
distintos en timbre. El tono mas sencillo va a provenir del diapason, puesto que
al carecer de caja de resonancia o cadmara de conduccion en la que se
producirian sucesivos rebotes de las ondas sonoras y sus consiguientes
armonicos, nos va a estar brindando casi Unicamente vibraciones con
frecuencias de 440 Hz, con algunas modificaciones que el mismo oido genera
en su interior debido a sus cualidades acusticas y las propiedades de
resonancia de su membrana vibrante.

En el caso de la guitarra y el piano, la componente principal de la nota
producida también tendra una frecuencia de 440 Hz, pero en este caso, Si
analizamos el espectro sonoro, encontraremos otras frecuencias multiplos de
440 Hz, que se denominan tonos secundarios. Son justamente estas
frecuencias de 880 Hz, 1.320 Hz, 1.760 Hz o 2.200 Hz las que denominamos
armonicos y determinan el timbre de la nota.

3.3 Clasificacion de los Instrumentos Musicales

Existen muchisimas maneras de clasificar los instrumentos; por la
manera en que se origina el sonido, por su posiciébn en una orquesta, por
familias segun su origen antropoldgico, por su historia, por el material en que
estan fabricados son solo algunas de las clasificaciones que podriamos hacer.

De hecho, la clasificaciébn que le sera util a un antropélogo no sera la
misma que utilizara un director de orquesta al momento de definir la
distribuciéon de sus muasicos, y tampoco se aproximara a la que utilizaria un
ingeniero de sonido para aprovechar al maximo los recursos de una
determinada sala de espectaculos.

Asi pues, durante siglos se utilizd una clasificacibon muy simple y
practica, colocando a todos los instrumentos en algunos de los siguientes
grupos:

Instrumentos de Viento
Instrumentos de Cuerda
Instrumentos de Percusioén
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Esta clasificacion practicamente no sufri6 modificaciones durante mucho
tiempo, puesto que resultaba muy util para la identificacion de instrumentos en
una banda, orquesta de camara y orquesta sinfénica. Sin embargo, debido a
cuestiones practicas, algunos musicologos creian conveniente incluir un grupo
para las voces y crear un grupo especial para los instrumentos de teclado,
porque entendian que si bien el piano y el clave eran instrumentos de cuerda
con teclado, también existian otros instrumentos que utilizaban un teclado para
tocar las notas, pero en los cuales el sonido era generado por modos de
percusion o con aire, como en el caso del acordeodn.

Ademas, con el advenimiento de los sonidos generados a partir de
artefactos eléctricos o electronicos, un nuevo grupo de instrumentos se daba a
conocer, que no estaba siendo considerado en ninguno de los grupos
mencionados. Pioneros de estas practicas fueron Thaddeus Cahill, quien en
1896 patentd el Telharmonium (también denominado Teleharmonium o
dinamdéfono), o el aun mas conocido Maurice Martenot, quien en 1928 presento
el instrumento que luego se conocié como Ondas Martenot.

Es asi como, para mediados de la década de 1920, los musicélogos Curt
Sachs y Erich Moritz von Hornbostel se proponen una reformulacion de la
clasificacion existente, basdndose en los antecedentes de Victor Mabhillon y la
clasificacion decimal que Melville Dewey habia utilizado para la clasificacion de
libros. La clasificacion HornbostelSachs se basa en qué es lo que produce la
vibracién en el instrumento, y de qué manera lo hace, y establece cinco
grandes grupos:

1. Idi6éfonos; en los que el sonido es generado por vibracion del propio
instrumento, como en el caso de una campana tubular o una marimba.

2. Membrandéfonos; que son aquellos en los cuales el sonido es
generado por la vibracion de una membrana, como es el caso del timbal.

3. Cordodfonos; se corresponden con los instrumentos de cuerda, donde
el sonido es generado por la vibracion de una o mas cuerdas de longitud
fija o variable, como en el caso de una guitarra o un arpa.

4. Aer6fonos; que se corresponden con los instrumentos de viento en la
codificacion clasica, y donde el sonido es generado por la vibracién de
una columna de aire, como en el caso de una trompeta o una flauta.

5. Electréfonos; en los que el sonido es generado por medios
electronicos, como en un sintetizador.

3.4 1 os Instrumentos de Cuerda

En este tipo de instrumentos la cuerda, al vibrar, generara las ondas y el
aire sera el medio a través del cual se desplazaran las mismas. Este es el
grupo sobre el cual analizaremos la ecuacion de onda. Pero hay una muy
buena cantidad de maneras de concretar las vibraciones, ya que podemos fijar
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la cuerda en uno o en ambos extremos para modificar el sonido producido, y
podemos frotar la cuerda, o golpearla, o incluso tomarla para luego soltarla y
producir de esta manera las vibraciones que daran vida a los sonidos. Es,
justamente, esta diversidad de maneras de generar un sonido a través de una
cuerda en tension, la que da origen a las distintas familias de instrumentos
musicales de cuerdas (también denominados cord6fonos), que son:

Instrumentos de cuerda frotada; en los cuales la vibracion es
generada por friccidén de las cuerdas, como en el caso del violin, la viola,
el violonchelo y el contrabajo. Cabe sefialar en estos instrumentos
también existen técnicas como el pizzicatto (pellizcado), en las cuales las
cuerdas son tocadas con los dedos en lugar de ser frotadas por un arco.

Instrumentos de cuerda punteada; en los cuales se hace vibrar las
cuerdas mediante la pulsacién de las mismas por medio de los dedos o
un plectro (popularmente conocido como pua). Tal es el caso de la
guitarra, el arpa, el banjo, el laud, el sitar, etc.

Instrumentos de cuerda percutida; donde la vibracion se produce
mediante el golpe de las cuerdas. El ejemplo mas claro es el del piano,
en el cual, al accionar una tecla, esta hace que un pequefio martillo de
madera que esta forrado de fieltro, golpee la cuerda y se separe de ella
de inmediato, para no apagar las vibraciones producidas.

Pero cualquiera sea el caso, las vibraciones generadas por una cuerda tienen
una limitacién, que radica en el hecho de que el area proyectada por una
cuerda es mas bien limitada, con lo cual el movimiento del aire circundante —y
por ende nuestra percepcion del sonido — es mas bien limitado. Para salvar
este obstaculo, los instrumentos de cuerda cuentan con amplificadores del
sonido.
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CAPITULO IV

FUNCIONES PERIODICAS
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4.1 Funciones Periodicas

Si observamos a nuestro alrededor, podemos comprobar que existen
numerosos fendmenos que se repiten periédicamente. Por ejemplo, los latidos
del corazon, las oscilaciones de un péndulo, los movimientos de rotacién vy
traslacion de la Tierra, la corriente eléctrica alterna, el movimiento de un cuerpo
suspendido de un resorte o las vibraciones producidas al tocar las cuerdas de
una guitarra.

A fin de analizar y predecir su comportamiento, estos fenébmenos pueden
modelarse matematicamente mediante las llamadas “funciones periédicas”.

En este capitulo definiremos tales funciones y veremos que, bajo ciertas
hipbtesis, éstas pueden representarse mediante una suma infinita de términos
gue contienen “senos” y “cosenos”.

Mas precisamente, si f es una funcion real de una variable y periddica,
demostraremos que en condiciones bastante generales f puede escribirse asi:

f(t) = a70+ é (an cos(nwt) +bp sen(nwt))
n=1

Una serie de esta forma se llama “Serie de Fourier” y la representacion
de funciones mediante este tipo de series es una de las técnicas mas utilizadas
en Matemética Aplicada, en especial en la resolucion de ecuaciones en
derivadas parciales.

Definicién 4.1;: Funcidon Periddica

Una funcion f: D | A ® A , con D = dominio de f, es periédica si existe un
namero real positivo p tal que f(x + p) =f(x) " x, (x +p)I D.

Geomeétricamente significa que la grafica de f se repite en cada intervalo
de longitud p.
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a-p a a+p at2p

Figura 4.1: Grafica de una funcién periédica.

El ndmero p se llama un periodo de la funcion f. Notar que el periodo
no es unico; por ejemplo, si p es un periodo de f, también lo son los nimeros 2
p, 3 p y demas. De hecho, en una funcidén constante cualquier nimero positivo

es un periodo.

Definicién 4.2: Periodo Fundamental

Si existe un minimo nuamero real positivo P tal que f sea periddica con periodo
P, diremos entonces que P es el periodo fundamental de f (también llamado
el periodo de f).

Son ejemplos de funciones periddicas:

Las funciones trigonométricas f(x) = sen(x) y g(x)= cos(x), y tienen periodo
fundamental P = 2 p. Estas son las funciones periddicas "por excelencia" y
muy simples para operar con ellas, pues son infinitamente derivables.

La funcién f(x) = sen(nwx), con nl N U wi A1 (. Calculemos su periodo

fundamental: debemos hallar el minimo P tal que f(x + P) = f(x). Entonces,
sen(n w(x +P)) = sen (n w x) P sen(n wx+ nw P) = sen(nw x). Como el
periodo fundamental de la funcién seno es 2 p, resulta nw P = 2 p. Por lo tanto,

_2p

nw
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4/p

Figura 4.2: Arriba: grafica de la funcion f(x) = sen(x). Abajo: gréafica de f(x)= sen (2x).
En ambos casos se indica el periodo (2py p respectivamente)

Las gréaficas de las funciones periodicas suelen llamarse “ondas”. El
siguiente ejemplo ilustra cobmo una funcion periédica puede ser utilizada para

modelar matematicamente el movimiento de un cuerpo suspendido de un
resorte.

Ejemplo 4.1: Un cuerpo esta suspendido de un resorte flexible, el cual
cuelga de un soporte rigido. Si apartamos el objeto hasta una posicién x = 2.5

cm. respecto de su posicién de equilibrio y luego lo soltamos, comenzara a

oscilar. En caso de no intervenir la fuerza de rozamiento del aire, vibrara
indefinidamente.
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Posicion de
equilibrio

x=0 Tiempo (t)

Posicion (x )

Como se puede apreciar en la siguiente figura, el movimiento del cuerpo
se puede describir mediante una funcién periddica x(t) que indica, en cada
instante t, cuanto se desplazo el objeto respecto de su posicién de equilibrio.

A x (Posicidn)

{0,25)

I
|
|
i -
| t (Tiempo)
[
|
|

— Perimlﬂ4|
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La busqueda de una expresion analitica de la funcién posicion x(t) se
reduce a resolver una ecuacion diferencial ordinaria. Por ahora nos
conformamos con observar que su grafica tiene forma de onda sinusoidal. En
capitulos subsiguientes, veremos que las ondas sonoras, y en particular las
generadas por la vibracion de un instrumento musical, producen en cada
molécula de aire un movimiento oscilatorio similar al de un cuerpo suspendido
de un resorte.

Enunciaremos a continuacion algunas propiedades de las funciones
periodicas.

Proposicion 4.1:

Sif:D i A® A es periddica de periodo P, entonces f(x + k P) = f(x) " kI Z

Demostracion:

Si k =0, no hay nada que probar.
sikl N, probemos por induccion sobre k que f(x + k P) =f(x) " xI D
a)Sik=1, f(x+1P)=1f(x+P)=1(x) pues f tiene periodo P.

b) Supongamos que vale para k, es decir, f(x + k P) = f(x) " xI D (hipbtesis
inductiva).

¢) Probemos ahora que vale para (k+1), es decir, que f(x + (k +1) P) = f(x).
Teniendo en cuenta que f tiene periodo P y aplicando la hipétesis inductiva,
resulta:

f(x + (k+1) P) = f(x+ k P + P) = f(x+ k P) = f(x).

Si kI Z<g, llamamos k = -m, con m | N. De manera analoga al caso
anterior, se demuestra por induccién sobre m que f(x - m P) = f(x) " xI D.

La siguiente Proposicion afirma que cualquier periodo de una funcién
periddica es un multiplo de su periodo fundamental.

Proposicion 4.2:

Si:Di A® A es periddica de periodo fundamental P,y a es un nimero real
no nulo tal que f(x + a) = f(x) entonces a =k P, para algunkl| Z

Demostracion:
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Supongamos por el absurdo que a * k P " kl Z. Por lo tanto, a- k Pt 0
éau
&t

Si a > 0, consideremos el nUmero a- _,P Entonces dicho numero verifica

&Pt

que O< a- eagp < P. Como f((x _eagp)+a) = f(x gaEP y por la

&P &P

Proposicion 1 resulta'

f _€aln o ead 4. 8alp
(x+a- P =10x - " & &

es un periodo de f menor que el periodo fundamental P, lo cual es un absurdo.

a
" kI Z. En particular, tomemos k = = parte entera de 5

P+a) f( x -P ) =f(x). Por lo tanto,

éau
Si a < 0, consideremos el nUmero ~—-P- a. Entonces dicho nimero verifica

&P

que O< P -a < P. Como f((x —a)+ a) = f(xa) y por la Proposicion 1

_u
&Pt
resulta:

f(x + g ;

P-a)=f(x-a+ 2Up) = f(x -a) = f((x-a)+a)= f(x).

SH

éau

&

P, lo cual es un absurdo.

Por lo tanto, -P - a es un periodo de f menor que el periodo fundamental

Cabe preguntarnos si la suma de dos funciones periddicas es una funcién
periodica. La respuesta esta dada en la siguiente Proposicion:

Proposicion 4.3:

Sean f;, f» D | A® A funciones periédicas de periodos P; y P5
respectivamente. Entonces:

oo~ Pra
f; + 2 es periddica U P—ll Q
2

Demostracion:

P ) Sea P el periodo def; + f,. Por lo tanto, se verifica que
fi (X + P) + fo(x + P) =f1(X) + f2 (X) 0 equivalentemente,

fi (X + P) - f1(xX) = f2 (X) - f2(x + P).Consideremos la funcién g(x)= f1 (x +P) - f1(x).
Entonces, por ser f; y f, periddicas de periodo P y P respectivamente, resulta
g(x+P1) =f1 (X +P1+P) - fy(x+P1) = f; (X +P) - f1(x) = g(x)

g(x+P2) =1 (X +P2+P) - fy(x+P2) = fo (X +P2) — fo(x+P2+P) = f, (X ) — fo(Xx +P) =
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fi (x +P) - f1(x) = g(x).

Luego,
19(x+P1) =9(x)

g +Py) =gy )

En consecuencia, g es periédica. Llamemos T a su periodo fundamental. Por
(%) y la Proposicion 2, se tiene que

‘IP]_ :le ; P
i para algun ki, ko 1 Z. Por lo tanto, —=——=—1 Z
’|‘P2 :sz P2 k2 T k2

} Pq - Pr Kk

U ) Como 13 Qb 1 -1 con ki, k2 I Z. Por lo tanto, P1 ko = P2 ky. Por la
) Py ka

Proposicion 1.1y como f;, f, son periodicas, resulta

il (X + P kz) + f2(X +P; kz) = fl(X + P k2) +f5 (X +P> kl) = fl(X) +f, (X)

Luego, fi + f, es periddica.

2 Observacion 4.1

Sabemos que el espacio de funciones V= {f / f: Di A® A } es un
espacio vectorial sobre A. Sin embargo, la Proposicion 3 nos dice que el
subconjunto W = {f/f: D | A® A U f es periddica } no es un subespacio
vectorial de V. Pero ¢podremos definir algin subconjunto de W que sea un
subespacio vectorial? La respuesta es que si, pues si tomamos un nimero real
positivo P, el conjunto W (P) ={f/f:D 1 A ® A U fes periddica y de periodo P
} es un subespacio no trivial de V.

Como la gréfica de una funcion periddica de periodo fundamental P se
repite en cada intervalo de longitud P, resulta natural introducir la siguiente:

Definicién 4.3: Ciclo

Un ciclo de una funcién periédica de periodo fundamental P es la porcién de
grafica comprendida en un intervalo de longitud P.

Si f (t) es tal que la variable t representa el tiempo, podriamos
preguntarnos con qué frecuencia se repiten los ciclos. O dicho de otra manera:
¢cuantos ciclos se producen en cada unidad de tiempo? La respuesta es muy
simple: si f tiene periodo P, entonces en P unidades de tiempo hay un ciclo.
Por lo tanto, en una unidad de tiempo habra 1/P ciclos. Surge asi el concepto

de

Definicién 4.4: Frecuencia

La frecuencia de una funcién periddica de periodo fundamental P es F =

poRl=
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Su valor representa la cantidad de ciclos que hay en cada unidad de tiempo.

(@l

1 1
p 3p Lp 5p Bp 1P
7 7

p p p p
2
-0.b6 -0.%
1 > -lre——>»
P=pl2 ,F=2/p P=p/4 ,F=4lp

Figura 4.3: Izquierda: gréafica de la funcion f (t) = sen (4 t). Su periodo es P =p/2 y su frecuencia F = 2/p.
Derecha: grafica de f (t)= sen (8t). Su periodo es P =p/4 y su frecuencia F = 4/p.

T Observacion 4.2

. G, . 1
La unidad que se utilizara para la frecuencia es el Hertz (Hz) = ——

seg.
En Acustica Musical se trabajan con funciones de periodo muy pequefio.

Por esta razén se habla mas de “frecuencia” que de “periodo” de una
onda.

En el Capitulo V introduciremos las series de Fourier, que constituyen la

herramienta principal para representar una amplia gama de funciones
periddicas.
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CAPITULO YV

SERIES DE FOURIER
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5.1 Series de Fourier

Una serie de Fourier es una suma infinita de constantes multiplicadas
por funciones seno y/o coseno de diferentes frecuencias. Este concepto surgio
a mediados del siglo XVIII en relacion al estudio de la conduccién del calor.

Mas especificamente, se inici6 en 1753, cuando Daniel Bernoulli
sostenia la tesis de que una amplia gama de funciones periédicas podian
expresarse mediante una serie trigopnométrica de la forma

an o
70 + A (an cos(nwt) +bp sen(nwt) )
n=1

Sin embargo, otros mateméaticos de la época, como D"Alembert y Euler,
afirmaban que esto no era posible. Posteriormente, en 1807, Fourier aplico
estos desarrollos de forma natural en el estudio de la conduccion del calor,
pero no aportaba demostraciones. Debido a la falta de rigor en sus
aseveraciones, la Academia de Paris rechazo la publicacion de su articulo.

Finalmente, en 1829, Dirichlet logré probar rigurosamente que esa serie
trigonométrica converge a la funcién periddica en cuestion, si ésta es continua
y derivable por tramos.

El trabajo de Dirichlet, junto con la obra de Fourier titulada “Theory
Analytique de la Chaleur” (1822), dieron un gran impulso al esclarecimiento de
la nocion de serie y al desarrollo moderno del concepto de funcion.

Pero si retrocedemos nuevamente en el tiempo, podriamos
preguntamos: ¢qué fue lo que motivé a Bernoulli a representar una funcién
periédica como suma de “senos” y/o “cosenos”? Quizas porque observaba que
numerosos fendmenos fisicos que se repetian peridodicamente, podian
modelarse matematicamente mediante funciones cuyas graficas tienen un
aspecto sinusoidal. Ademds, porque “seno” y “coseno” son las funciones
periodicas por excelencia, ya que son infinitamente diferenciables y muy
simples de derivar e integrar.

Como ambas tienen periodo 2 p, propuso representar primeramente
cualquier funcion f de periodo 2 p como combinacion lineal finita de senos y
cosenos. Es decir,

k
f(t) = g (an cos(nt) +bp sen(nt) )
n=0
O equivalentemente,
k
f(t) =ao+ é_ (an cos(nt) +bp sen(nt) ) (5.1)
n=1

Las siguientes integrales, donde m y n designan enteros positivos, las
utilizé para calcular los coeficientes an y by:
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2p 2p

os(mt) cos(nt) dt | 0 simin en(mt) sen(nt) dt= b0 sim®n
OOC _% p sim=n OOS % p sim=n
2p
(yos(mt) sen(nt) dt= 0" m,n
0

Asi, multiplicando miembro a miembro la ecuacioén (5.1) por cos(mt) y
luego integrando desde t =0 hastat=2p pudo obtener los coeficientes anm:

2p 2P k 0
(‘)f(t) cos(mt) dt = Oéao + a (an cos(nt) +bp, sen(nt) ). cos(mt) dt=
0 0 n=1 o
2p k 2p

= (‘510 cos(mt)dt + é (‘jan cos(nt) cos(mt) + by, sen(nt) cos(mt) ) dt =ay, p
0 n=l ¢

Por lo tanto,

2p
Gt) cos(mt) dt para m=1,2,..,k
0

Ol

Analogamente, multiplicando miembro a miembro la ecuacién 6.1) por
sen(mt) y luego integrando desde t = 0 hastat = 2 p logré calcular los

coeficientes by

'C5|I—‘

2p
dt) sen(mt) dt para m=1,2,...k
0

Solo le restaba hallar el coeficiente ag. Para ello integr6 miembro a
miembro la ecuacion (5.1) desdet=0 hastat=2p:

2p 2pae k ) 2p k 2p
(‘)f(t) dt= Ogao + a (ap cos(nt) +bp sen(nt) ) dt= 010 dt + a Oan cos(nt) +bp, sel
0 0 n=1 ) 0 n=1 g
=2p ao.
1 2P
En consecuencia, ap = 2_p gj(t) dt

Para que el término & pudiera calcularse utilizando la férmula de los
coeficientes an, sin mas que hacer m = 0, lo redefinié por

12IO
ao= — (§(t) dt
0 p?

y en ese caso, la ecuacion (5.1) quedaba expresada asi:
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k
f(t) = 2 —+ a (an cos(nt) +bp sen(nt) )  (5.2)
n=1

Pero esta dUltima expresion tenia un problema, y es que toda
combinacion lineal finita de senos y cosenos es continua, con lo cual las
funciones periddicas discontinuas quedaban excluidas de la representacion
(5.2). Por ejemplo, la funcion “onda cuadrada” no podria expresarse en esa
forma.

a f(©
1
: : : : >t
Y L 2p ' 3p ' 4p
_1 1 1 1 1

Figura 5.1: La funcién “onda cuadrada” es periddica y discontinua. Por lo tanto, no puede
expresarse como combinacion lineal finita de “senos” y “cosenos”.

Para resolver esta situacion, Bernoulli propuso reemplazar la suma finita
(5.2) por una suma infinita. De esta manera, las funciones periddicas de
periodo 2p quedarian expresadas asi:

¥
f(t) = ‘%0 + 6°1 (an cos(nt) +bp sen(nt) )  (5.3)
n=1

Pero, yendo al caso general ¢como obtuvo una expresion analoga a la
ecuacion (5.3) para una funcion f de periodo L? Simplemente multiplicando
adecuadamente los argumentos del seno y coseno por algun factor, de manera
tal que tengan periodo L. De esta manera, Bernoulli planteé la siguiente
expresion:

.. > N
f(t) = —+a(anc05g pnt9+bnsen€;e pntg
2 =1 %) e L g

Donde

2 < 1o
= — tcos +dt n=0,1,2,..
an =T d) o
0

ae’Zpo
%)

+dt n=1,2,.

2 o
n:E dt)sen
0

Esta Ultima serie, a pesar de haber sido formulada por Bernoulli, fue
llamada la serie de Fourier de la funcién f. Su definicion la formalizaremos a
continuacion:
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Definiciéon 5.1; Serie de Fourier

Seaf:D I A ® A una funcion integrable Riemann en el intervalo [a, b].
Se llamaserie de Fourier de fen [a, b]a la serie trigonométrica

&e2pnto ae2pnto
St = 204 ++b
f(t) = > a(anCOSQbaﬂ nseQb_
n=1
y escribiremos
f(t) » St(t)
donde los coeficientes
2 < &pnto 2 a&pntod
= — tcos +dt = — tsen +dt
@n b- d ) b-a g y  bn b- d ) b-a g
a a

se denominan coeficientes de Fourier de f.

T Observacion

Segun la Definiciobn 5.1, las series de Fourier se aplican a funciones
integrables segun Riemann en el intervalo [a, b], sean 0 no periédicas. Por
otro lado, se sabe que una funcion f acotada es integrable Riemann si y solo
si es continua salvo en un conjunto de medida nula . Por lo tanto, si una
funcién acotada presenta una cantidad numerable de discontinuidades en
[a, b], su serie de Fourier existe (pues todo conjunto numerable es de
medida nula).

La Teoria de Lebesgue, surgida en 1901 para dar solucion a ciertas
operaciones de paso al limite que no permite la integral de Riemann, (como
por ejemplo, la integral de una serie de funciones puede no ser igual a la
serie que resulta de integrar cada uno de sus términos) logra extender el
concepto de Series de Fourier a funciones integrables segtn Lebesgue?.
Pero en este trabajo solo consideraremos la integral de Riemann.

En la Definicibn 5.1 de h serie de Fourier no podemos escribir el signo

“igual” (=) en lugar de » , mientras no hayamos demostrado que la serie de

Fourier es convergente y que su suma sea precisamente f(t). Esto es lo que
haremos en la proxima seccion.

Rudln Walter. Principios de Andlisis Matematico. 22 Ed, México: Mc Graw Hill; 1977. Pag. 260.
2Rudin, Walter. Analisis Real y Complejo. 12 Ed, México: Alhambra; 1979. P4g. 80.
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5.1 Converaencia de las Series de Fourier

Ya hemos definido las series de Fourier, pero quedan aun las siguientes
cuestiones por resolver:

¢, Qué condiciones debe cumplir la funcién f para que su serie de Fourier
converja?

En caso de converger, ¢lo hace a f?, ¢ de qué manera converge?

En este capitulo responderemos a estas preguntas, pero previamente
introduciremos los siguientes conceptos:

Definicion 5.3: Funcién continua por tramos

Sea f(x) definida en [a, b], excepto en un numero finito de puntos. Entonces f
es continua por tramos en [a, b] si

1. fescontinua en [a, b], excepto en un nimero finito de puntos.
2. lim f®) y lim f(x) existen.
x® a* X® b~
3. Si xl (a b)) y f no es continua en Xy entonces existen
lim &) y lim f(x)
x® xg X® Xq

Utilizaremos siguiente la notacion para los limites por izquierda y por derecha
de una funcién en un punto:

fixg)= lim ) y f(xo)= lim ()

X® xa' X® XQ
Ejemplo 5.1
i 0 x<0
I 2
Dadaf(x) = | 2* 0<x<l
i -~4x+5 1< x <2
{2 X >2

a) Graficarfen[-1, 3]
b) Verificar que f es continua por tramos en [0, 2]

Resolucién

a) Para obtener la gréfica, ejecutamos los siguientes comandos de
Mathematica:

fix_]=Which[x<0,0,0<x<1,2x*,1<x<2,-4x+5,True, 2]
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Plot[f[x],{x,{-1,3}]

Figura: Grafica de fen [-1, 3]

b) f verifica las siguientes condiciones:
1. fescontinuaen [0, 2] exceptoenx=0,x=1yx=2.
2. lim f®) =0y lim f(x)=-3

x® 0t X® 2
3. lim f®X) =1y Im fx)=2
x® 17 X® 17

Por lo tanto, f es continua por tramos en [0, 2]. B

Ejemplo 5.2
Verificar que f(x) = 1 no es continua por tramosen[-1,1]
X

Resolucién:

1. fescontinuaen[-1,1]exceptoenx=0.
2. lim fX)=-1y Im f(x) =1

x® -17 X® 1°
3. lim f® y lim f(x) no existen
x® 0t X® 0

Se concluye que f no es continua por tramosen[-1,1]. W

Definicion 5.4: Derivada derecha
Supongamos que f(x) esta definida al menos para X (X, % + d) para algun
d>0yque f(xS)existe. Entonces, la derivada derecha de fen x es

f(xg +h) - f(x)
h

fo(Xg) = lim
h® ot
si este limite existe

Definicion 5.5: Derivada izquierda
Supongamos que f(x) esta definida al menos para xI (X - d, %) para algun d >
Oy que f(xq)existe. Entonces, la derivada izquierda de f en x es
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f(xo +h) -f(x0)
h

fi(xg)= lim
h® 0~
si este limite existe

Las Definiciones 5.3 y 5.4 sugieren introducir el siguiente concepto:

Definicion 5.6: Funcion derivable por tramos

Sea f(x) definida en [a, b], excepto en un nimero finito de puntos. Entonces f
es derivable por tramos en [a, b] si

4, fesderivable en [a, b], excepto en un namero finito de puntos.
5. fp(a) y fi(b) existen.
6. Si %l (a, b) y f no es derivable en xp, entonces existen fb(xo) y

f (o)

Ejemplo 5.3

Dada la funcién del Ejemplo 5.1, calcular f|'(1) y f|'3(1)
Resolucion

Como f(1™)= |im f® =1y f@ )= lim f(X) =2 se tiene

x® 1t X® 17
- f(1+h) -f(1° 2 (1+h) 2-2 2 (1+2h+h?)-2
iD= lim JQ—%rl—l = lim —4—7%———: lim ( H )-2 -
h® 0~ h® 0 h® 0~
2 +4h+4h%-2 _
= lim - =4
h® 0
Por otro lado,
- f(1+h)-f(1" -4 (1+h) +5-1
(1) = (1+h)-f17) _ im (1+h) _
h® 0~ h h® 0° h
-4-4h+5-1
= lim h =-4. 1
h® 0°

Las siguientes proposiciones seran utilizadas para demostrar la convergencia
de las series de Fourier.

Proposicién 5.1

Sea k| Z y funa funcién continua por tramos en [a, b] y periddica, de periodo
T = b - a. Entonces

a)fescontinuaenx | [a, b]siifescontinuaenx £ kT I [a+ kT,b = kT].
b) f es discontinua en » 1 [a, b] sii f es discontinua en o £ KTl [ax KT,b £ KkT]

c) f((xo £kT)") =f(Xg) ¥ f((Xo £kT)) =f(xg) " Xo I [a, b].
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d) f es continua portramosenfa =+ kKT, b = kT].

e) fes continua portramosen [a-koT,b+ki T] " ko ki | N

f) f es continua por tramos en [-T/2, T/2].

0) f(x3) y f(xp) existen " xol A

h) f tiene derivada derecha e izquierda en X, | [a, b] sii f tiene derivada
derechaeizquierdaenx = kT | [a £ kT,b = KT].

i) Si f es derivable por tramos en [a, b] entonces es derivable por tramos en
[ T/2, T/2]. L

) Si f es derivable por tramos en [a, b] entonces fo(Xo) Y fi(X0) existen " x| A.

Demostracion:

a) So6lo probaremos la doble implicacion para x+kT y el intervalo [a+kT, b+kT]
pues el otro caso es similar.
P )Sea Xp un punto de continuidad de f en [a, b].

Entonces %+ k T | [a + KT, b + kT]. Por otro lado, como f tiene periodo T, se
tiene

lim f)= [im f(x-kT)= |im f(x-kT)

X® xQ +KT X® xQ +KT x- KT® xo

Sustituyendo u = x - k T se obtiene

lim f(x- KT) = [im f(u) = f(x,) = f(x, +KT). Por lo tanto,
x- KT® xo u® xg

lim f(x)=1f(x, +KkT).

X® xQ +KT

U ) Seaxo + k T un punto de continuidad de f en [a+kT, b+kT].

Entonces x | [a, b]. Luego,
limf() =limf(x+kT)= " |im f(x+kT)= [im f(u)=f(x, +kT)

X® X0 X® X0 X+KT® xo+KkT u® xg +kT
b) Es obvio, por el contra reciproco del inciso a).

c) Probemos primero que f(xg) y f(xy) existen " xo | [a, b].
m Six | (3, b), f(xg) yf(xy) existen por ser f continua por tramos en [a, b].
m Si Xp=aentonces f(a") existe y, por ser f periddica, se tiene

f@ )= lim f(x)=lim fx+T)=|imf(x+b- a)= lim f(x+b- a)=
X® a’ X® a” X® a’ x+b-a®(b- a+a)”
= lim f(x+b-a)=[im f(u)=f{")
X+b-a®b” u® b~
m Si xo=bentonces f(b™) existe y de la periodicidad de f resulta
fb™)= lim f(x) = lim f(x- T) = lim f(x- b+a)= lim f(x+b- a)=
x® bt x®b™* x® bt x- b+a® (b-b+a)*
= lim f(x+b-a)=|imf(u)=f@")
x- b+a® a* u®a*

En consecuencia, si X | [a, b]
lim  f)= lim fx)= lim f(x¥KT)=lim f(u)=f(x5)

x® (xgt kT)* XF KT® xg XF kKT® xa' u® xg
De donde
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f((xo £KT)") =f(x)
De manera analoga se prueba que
f((xo £kT)") =1(xp)

d) Como f es continua por tramos en [a, b], f es continua en dicho intervalo,
salvo en un numero finito de puntos ci, Ca,..., Cy | [a, b].

Sea w un punto de discontinuidad defen[a + kT, b = kT].

Entonces w = (w¥ KkT) + KT; por el inciso b), (w¥ kT) es un punto de
discontinuidad de f en [a, b]. Por lo tanto, (w ¥ kT)=c¢;, paraalganil {1, 2,.., n}.
En consecuencia, w = ¢ £ KT.

De esta manera, los Unicos puntos de discontinuidad de f en [a+ KT, b+ k T]
son ¢+ kT,x kT,..., ;£ kT para los cuales, por el inciso c), los limites
laterales existen.

Luego, f es continua por tramosenfa + KT, b = kT].

e) Sean ko, k1l N; como f es continua por tramosen[a £ KT, b + kT] " k1 Z,

ko kg
f resulta continua por tramos en |J [a- KT,b -kT] yen U [a+kT, b +kT]_
k=1 k=L

Utilizando la expresion T = b — a se obtiene

ko
U [a- KT,b-kT]=[a- koT, b]
k=1

kg

U [a+KT,b+KT]|=[b, b+ k;T]

k=1
Luego, f es también continua por tramos en [a- koT, b] U [b, b + k;T] =
= [a -koT,b + k]_T]

f) Por el inciso e), f es continua por tramosen [a-koT,b +k; T] " ko ki I N
. a 1 b 1
En particular, tomemos ko> —+= y k; > - —+—.
T 2 T 2

En este caso, resulta [T/2, T/2] | [a - koT, b + kyT] y, en consecuencia, f es
continua por tramos en [-T/2, T/2].

Xg- b Xg- @

g) Tomemos k | Z tal que £k £

. Dicho k existe, pues el intervalo

&Xo-b Xx,-au,. : o
g OT , OT Htlene longitud 1. Luego, %! [a+ k T, b + k T]. Por el inciso d),

f es continua por tramos en este intervalo y, por lo tanto, f(xg) y f(xp) existen.

h) Por el inciso c), f((x, £kT)") =f(x5) v f((xq £kT) ) =f(xg). Entonces,

. fX,xkT+h)- f((X,£kT)") _,. f(x,+h)- f(xg) _
lim=" e = i e =
h® 0* h® 0*

Luego,

o (%) -

fo(Xo £KT) =15(X,)
De manera similar se prueba que
fi(xo £kT) =f(X,)
Las dos ultimas ecuaciones prueban la doble implicacién de este inciso.
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i) La demostracion es analoga a la efectuada en el inciso f).

j) Sea x! A;entoncesxl [a+kT,b+kT]paraalgink | Z.

Luego, X - k T 1 [a, b]. Como f es derivable por tramos en [a, b], f tiene
derivada derecha e izquierda en xo - kT. Por el inciso h), f tiene derivada
derecha e izquierda en (% - k T)+KT = Xo .Por lo tanto, fp(xo) y fi(Xo) existen. B

Proposicién 5.2

Sea f una funcién continua por tramos en [a, b]. Entonces f es de cuadrado
b

integrable en [a, b], es decir, ¢f(x) |2 dx <¥
a

Demostracion:

La continuidad por tramos de f implica que f es continua salvo en un nimero
finito de puntos ci, C,..., G con aE£ c; < ¢z <....< ¢y £ b. Entonces, f es
continua en los subintervalos (a, ¢), (c1, C2),..., (Cn, b) y, por lo tanto, también lo
es | f . Luego, como toda funcién continua en un intervalo es integrable en
dicho intervalo, resulta

‘1 2 b2 K 2
SI) R dx<¥ , dfo)[2dx<¥ y olf) |2 dx<¥ ,k=2,...n
a ch Ck-1

De donde se obtiene

b 2 ‘L0 no 2 b2
gfx)|“dx= o|fx)|“dx+ & olfX)|“dx+ f(X)|“dx<¥ =
a a k=2 Ck-1 Cnh

Proposicién 5.3

Sean fy g funciones continuas por tramos en [a, b]. Entonces

a) f. g es de cuadrado integrable en [a, b].
b) f+ g es de cuadrado integrable en [a, b].

C) i es de cuadrado integrable en [a, b],sig * 0 en [a, b].

Demostracion

a) Sean {cy, C2,..., Cn} Y {d1, d2,..., dm} los conjuntos de puntos de [a, b] donde f
y g son discontinuas respectivamente.

Consideremos {X1, X2,..., %, X+1, %+2,..., %+m } UN reordenamiento de {ci, Cy,...,
Cn,d1,do,...,dp}talque af£ x1 <X <....< X+m £ b.

Entonces, f. g es continua en los subintervalos (a, x1), (X, %),..., (%+m, b) Yy, por
lo tanto, también lo es | f g £.En consecuencia,

Xl b Xk
ol g0 1> dx<¥ , Ff) o) Fdx<¥ y olf(X) gx) |° dx<¥ ,
a Xn+m Xk-l

para k=2,...,n+m.
De donde resulta
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X1 n+m Xk

df(X) o) 2 dx= o]0 g9 12 dx + a I gk 1> dx +
a a k=2 Xi-1

b
+ 00 g 17 dx<¥

Xn+m

b b b b
b) ) +9() [ dx = ) > dx+2 F) 9 dx+ g |° dx .

a

b b
Por la Proposicion 5.2, se tiene ¢ f(x) |2 dx<¥ y goi) |2 dx <¥ , mientras
a a
b
que (J(X) g(x) dx <¥ pues f. g es continua por tramos.
a
b
Por lo tanto, (f(x) +g(x) |2 dx < ¥
a

d) Es inmediato de a), pues i: f 1 y 1es continua por tramos en [a, b]. &
g

™\ Observacion

En la Teoria de Lebesgue, las funciones de cuadrado integrable juegan un rol
importante, razén por la cual se define el espacio de funciones L?[a, b] por

b
L%[a,b]={ D A® A /fes medible Lebesgue y ¢f(x)|*> dx <¥ }.
a

Se puede demostrar que L?[a, b] es un espacio vectorial normado, sobre el cual
se deducen numerosos resultados del Anélisis Real®.

Proposicién 54

Sea f integrable y periddica, de periodo T. Entonces

b b+T
a) o‘(t) dt=¢§() dt

a+T

b b-T
b) d(t)dt— G® dt

a-T

Demostracion

Si hacemos la sustitucion u =t + T y teniendo en cuenta que f tiene periodo T,
resulta

% Norberto Fava, Felipe Zo. Medida e Integral de Lebesgue. 12 Ed, Buenos Aires: Red Olimpica; 1996.
Péag. 206
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b b+T b+T b+T

d(t)dt— Ju-Tydu= §Fu-T)+T)du= ) du

a+T a+T a+T

Puesto que cualquier simbolo puede representar la variable de integracion, se
tiene

b b+T
O‘(t) dt=¢§) dt.
a+T

b) Si definimos u =t - T se obtiene

b b-T b-T
o‘(t)dt— Gu+T)du= ¢ju) du m
a-T a-T

Proposicién 55

Si f es integrable y periddica, de periodo Ty al A entonces

T T
a+— —
2
(‘j(t)dt: (‘) f(t) dt
a-T1 T
2 2
Demostracion
m Si—T £ a £ 0entonces
T T T
a+— " a+—
(‘j(t)dt- O f(t)dt + d(t)dt
T T
a-— a-— - =
2 2 2

Aplicando la Proposicion 5.4 a) a la primera integral del segundo miembro de la
ecuacion anterior se tiene

T T T T

g 2 ary 2
FJdt= ¢ f(H)dt + ¢§(t)dt= f(t)at.
T T T T

a-— a+— - — -—
2 2 2 2

m Sia>0,tomemosk!l Ntalque—-T £a- kT £0.
Luego, por la Proposicion 5.4 b) y el resultado anterior se obtiene

a+£ a+%— KT (a- kD+% %
Jodt=  ofMdt= O fdt = ¢ f()dt
T T T T

a'E a'E'kT (a'kT)'E 'E

m Sia<-T,elegimosk !l Ntalque a +kT>0.
Por la Proposicién 5.4 a) y el resultado anterior se obtiene
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a+I a+%+kT (a+kT)+%

C‘fz(t)dt= o f(t)dt = O f(Hdt =

T a- LakT (@ +kT)-~
2 2 2

f(t) dt

a_

N ETeZ I

La siguiente Proposicion permitird escribir el intervalo de integracion de los
coeficientes de Fourier en términos de un intervalo simétrico centrado en el
origen. B

Proposicion 5.6

Seaf: D | A® A una funcion integrable en [a, b] y periddica, de periodo
T=b-a.Siann 3 0yb, n® 1son los coeficientes de Fourier de f en [a, b]
entonces

T T
2 e 2 .
a= 2 i) cos ZL %y bu= 2 i) sen PN Oy
T 5 e a T 5 e T o
2 2
Demostraciéon
a&pnt

Como f es periodica, de periodo T, la funcion f(t) cosc ? tiene también
e I}

] o . +
periodo T. Luego, si aplicamos la Proposicion 5.5, con a =a_2b resulta

T T.,a+b b-a, a+b
) 2 Nte ) 2 2 e o 2 2 nté
T of(® cosaézF_)I_ gdt:? o f cosc?:éIO 2dt=? o f@ cosc?:éIO Qi
T € e _T,a+b € e _b-a atb € e
2 2 2 2 2
2 P @pnts,. 2 ° 2 pnto
= Z &(tH)cos Tdt =—=— §y(t)cos C———=dt=a,- &
= 9() G 9() S, n

La demostracion de la expresion de b, es similar a la anterior. B

T Observacién

De la Proposicion 5.6 se concluye que si f: D | A ® A una funcion integrable
en [a, b] y periddica, de periodo T = b — a, la serie de Fourier de f en [a, b]
coincide con la serie de Fourier de fen [- T/2, T/2]. Es decir,

¥ ' .
Sf(t):a—o+é(ancos?2pntg+bnsengeZDntg
2 e @ e T g
donde
T T
2 2 @ pnto 2 2 Bpnto
an= — QOf(t) cos —dt bh= = AOf(t) sen =dt
=T cT)() g T y =T 9() 8 T
2 2

Estas ultimas expresiones seran Utiles para el andlisis de la convergencia de
las series de Fourier. B
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Proposicién 5.7

Sean m, n nimeros enteros. Si wp = % entonces
T T
2 2
a) (‘)cos(nwot)dt:O, parant 0 b) Qsen (nwot)dt:O
T T
2 2
T
C) 2‘cos(nw t) cos(mw t)dt—\!O men
? 0 0 _%T/Z m=ntO0
2
T
d) 2‘sen(nw t) sen (mw t)dt—lo min
(T) 0 0 _%T/Z m=nt 0
2
T
2
e) Qsen (n Wo t) cos (m Wy t)dt =0 paratodo valor demy n.
T
2

Demostracion:

Las relaciones enunciadas se obtienen mediante calculos elementales. B

Proposicién 5.8

k

Sea Sy(t) = a70+ A (an cos(hwg t)+by sen(nwgt)) la suma de los (2k+1)
n=1

primeros términos de la serie de Fourier de f en el intervalo [T/2, T/2], donde

Wo = % Si f es continua por tramos en [-T/2, T/2] entonces

T
2 2 k

1 2 1 2 ao 1o 2 2

— ft)-S, () |° dt== f(t dt- —- — a; +b

7 OM0-S.OF dt= Q1) " dt- - 5 (a +b])

NI QeI

2

Demostracion

f(t)-sk(t)|2dt=$ (10 12 -2 f() S ® +| Sk ® %) dt =

1
=

Qe N
e 20
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|-

=l
NI

1) 2 di- 2

1
T f(t) Sy (t) dt + T

ISk (®) |2 dt @)

N|—|O/N|_|
Y ETeZME

Por otro lado,

T T I T
T Of(t) SH() dt—?7 Of(t) dt+—a an Of(t) cos(nw gt) dt+—a b, Of(t) sen(nw
T T n=t T Th= X
2 2 2 2
_ a2 & & a2 &
= 70+a a?+Q b2 :70+a (a2 +b?2)
n=1 =1 n=1
Por lo tanto,
T
5 2
= QS = °+a<a +b7) 2)
T n=1
2
Utilizando la Proposicién 5.7 resulta
T T )
13 2 . 1% %y § G
T O!Sk®| -0 : +a (@, cos(nwgt) +b, sen(nw, Hu dt =
T t_l @ n=1 H
2 2
_ag
= +—a(a +b32) ®3)
4 n=1

Sustltuyendo (2) y (3) en (1) se obtiene

1
T | f(t) |° dt- 20 a(a +b2)* 0+ a(a +b2) =

T
! 2f S, ()2 dt =
T d(t)' k@ " dt=
I n=1
2

Ni_| O’ N

1 2 K
< olfe) I dt'%-%é(a§+bﬁ).

Ni—lO/'\’H

Proposicién 5.9

Si f es continua por tramos en [T/2, T/2] ysiay,, nh 2 0y b,, n® 1 son los

coeficientes de Fourier de f en dicho intervalo entonces
a)

i) [2 dts 22 +a(a +b?)

n=1

2
T

oI QeI
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¥
b) Laserie & (a2 +b?)es convergente.
n=1

c)

|f(t)|2dt3 :+a(a +b ). Esta desigualdad se conoce como la
n=1

2
T

|\.)|-iO/'\’|_|

“Desigualdad de Bessel”.

Demostracion
a)

T
1 2

Pomo T @f(t) -Si () |2 dt3 0, de la proposicion 5.8 resulta
T

2

2

3
0f f(t)-Sk(t)lzdt:? 9(t)| dt - —-—a(a 21b2)
2

4

—|
Nl="hle

Luego,

f(t) | dt- T_ — a (a +b ). De esta desigualad se obtiene
n=1

O
—||H
siH QeI

2

f(t) | dt3 2 +—a (a +b ). Multiplicando miembro a miembro por 2
n=1

=+
I\Ji—|©_/'\’|_|

I

setlene— Of(t)| dts 20 +a(a +b2).
n=1

2

2
. a k
b) Por el inciso a) sabemos que =2+ & (a2 +b3)E
n=1

=

T
E 2 ,
o|f(t) | dt. De aqui
2
2

.z . o 2 2 z
resulta que la sucesion de sumas parciales g (a; +b;,) es monotona
n=1

creciente y acotada superiormente y, por lo tanto, es convergente. Esto

¥ k
significa que la serie & (a’ +b? ) =|im & (a2 +b? )es convergente.
n=1 k® ¥ n=1
c) Se deduce inmediatamente de tomar lim k® ¥ en cada miembro de la
desigualdad del inciso a). &
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Proposicién 5.10

Si {Cn}ni N Y {dn}nT N SOn sucesiones no negativas tales que |im c2+d2)=0
n® ¥

entonces
) 2 _ . 2 _

a) lim ¢y = lim dj =0
ne® ¥ n® ¥

b) limc, =1limd,=0
n® ¥ n® ¥

Demostracion

a) Seae>0.Como |im (c2+d2)=0, $ ny/" n3n, se verifica ‘cﬁ+dﬁ <e

n® ¥

Por lo tanto, " n2 ny se tiene
‘cﬁ :cﬁﬁcﬁ+d§:‘cr?;+d‘r;Z <ey ‘ dﬁ :dﬁEdﬁ+cﬁ:‘dr2,+cﬁ <e
2 42
En consecuencia, |im ¢y, = lim dy =0
n® ¥ n® ¥
b) Seae>0.Como |im ¢2 =0,dadoe; >0 $ny/" n3 ng ‘ cl| <e.

n® ¥
En particular, tomemos e; = Je. Porlo tanto, " n3 ng resulta

=1/| Ch |2 <\/a=\/e72 =e. De donde resulta que lim ¢, =0.

n® ¥

e

De manera similar se prueba que |im d, =0. ®
n® ¥

Proposicién 5.11

Si f es continua por tramos en [T/2, T/2] y si a,,n 3 0y b, n® 1 son los
coeficientes de Fourier de f en dicho intervalo entonces

lima, = limb, =0

n® ¥ n® ¥
Demostracion:

¥
ey . [¢}
Por la Proposicion 5.9 b) se sabe que la serie Q (a,f + bﬁ ) es convergente.
n=1
Luego, su término general tiende a cero. Es decir

lim (@2 +b2)=0,

n® ¥
lo cual implica, por la Proposicion 5.10 b) que lim &, = limb,=0. 1
n® ¥ n® ¥
Proposicién 5.12
2p

Si fes continua portramos en [-T/2, T/2] y wp = T entonces

a)

f(t) sen(nwgt)dt =0
n® ¥

N|_|O,l\)|—|

T
2
|im (‘) f(t) cos(nwgt)dt= ||m
T
2
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T T
2 2
b) lim o f() cos(hwot)dt = [jm @ f(t) sen(nwyt)dt =0
n®¥ o n®¥ g
0 0
lim O f(t) cos(nwot)dt=|ijm O f(t) sen(nwpt)dt=0
ne¥ T ne¥ T
2 2

Demostracion:

a) Por la Proposicion 5.11 y la definicibn de los coeficientes de Fourier
en [-T/2, T/2] se tiene

.
> .
o= lmin =lim % 0 10 207
De donde, ) i
b) Consideremos la funcién E

Entonces, como f es continua por tramos en [-T/2, T/2], fz también lo es. Por el
inciso a) se tiene

T A T ¥
7 &0 z o
0=|j 0 fe(t) cos(nwot)dt=|im eO fe(t) cos(nwot)dt + () fe (t) cos(nw,t)dty =
n® ¥ T n® ¥ e,l 0 g
2 e?2 u
é I u I
éO 2 U 2
=|lim e0 0 cos(nw,t)dt+ ¢y f(t) cos(nw,t) dt a= =lim o f() cos(nw,t)dt-
ne¥ @T 0 U n®¥ o
€2 a

Las demas igualdades se prueban de manera similar. B

La expresion de las sumas parciales de una serie de Fourier puede
simplificarse notablemente si se formulan en términos del “ndcleo de Dirichlet”,
cuya definicién es la siguiente:

Definicion 5.7:El ntcleo de Dirichlet

Sikl N, el “nacleo de Dirichlet “ es la funcién definida por

éaﬁ 16 u
sen gk + ==X

Di(X) = e - ﬁdu
2sen Co X+
7]
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Otra forma de expresar el ndcleo de Dirichlet se indica en la siguiente
Proposicion:

Proposicién 5.13

Si D(x) es el nacleo de Dirichlet entonces

a)
% 16 u
sengk+>3xg ok
D, (x)= & P U ==+3 cos[nx]
2 sen& x2 n=t
€2 g

b) Siwgp = % entonces

, 14 i
T/2 Sén gﬁ +—9W0XL’J
N & 2 0. _

0 dx =1

-T2 2sen gelwoxg
e2 " g

=[N

Demostracion:
Consideremos la funcion

Fi (X) :%+ cos[x]+cos[2 x]+.... + cos[k x]

Utilizando la identidad trigonométrica

2 cos(A) sen(B) = sen(A + B) — sen(A—-B)
se obtiene

2sen 89(—9 F(x) =sen ??_‘9+ 2sen 89_(9(:05 [x]+ 2sen (?igcos [2 x] +...+2sen gx—gcos [k x]
e2g e2g e2g e2g e2o

89(_9+ senéﬁixg- sen€§x9+ sengéixg- sené‘%ﬁ- £9x9+ sen$+19
e2g e2 2 ée v
o] ge

U
Xq
2} €2 g 82 g 2¢g 2g 0

_ O
= sen¢==*- sen
e2 @

2

= senK + 19!
g 2g 4

% 196 u

Sené; +—TXL:|

Luego, F,(x)=___ € 28 U y por lo tanto,
Zsengelxg

€2 g

P l l:l
1k sengf:?(+59xQ
E+écos[nx]= & 2 U =Dy(x)
n=t 2 sen & x2
e2 g

b) Por el inciso a) y la Proposicién 5.7 a) se tiene
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éa?( 16 u
T2 Seng +ETW0XQ T2 1 (!)(
> & 20 Ug= 0 Z+acos[nwyx] dx=
-T2 Zsengéwoxg -T2 n=t
e2 2
T2 kK T2
< 1 o o T
= — dx + os|nwyx|dx = —.
073 a ¢ Inwox] 2
-T2 n=l -T/2
Por lo tanto,
7 1.. l:l
2 T/2 Seng‘k—gWOXQ
- T2 Zsengéwoxg
e2 2

Proposicién 5.14

k
Sea Sk(t)=a70+é(an cos(nwg t)+by sen(nwpt)) la suma de los (2k+1)

n=1
primeros términos de la serie de Fourier de f en el intervalo [T/2, T/2], donde
Wo = 2p .Entonces
T
I
- 22
S(t) = = & 109 Diclwo (x-0)] dx
X
2

Demostracion

De la definicidon de los coeficientes de Fourier se tiene

é I u é T u
€2 2 U éo 2
a,cos(nwyt)+b,sen(nwyt)=a= ¢ f(x) cos(nwox) dxgcos (Nwyt)+a= ¢ f(X) sen(nwyx) dxusen(n W t)
gl . T [l gl . T g
e 2 ! e 2 o
L L
22 2 2
=20 f(x) [ cos(nwyx) cos(nwgt)+sen(nwox) sen(nwot)] dx X==0 f(x) [cos(nwg(x- t))] dx
T T
2 2

De esta manera,
k
a
Sk(t):7° + é_ (a, cos (n W t) +b, sen (n W t)) =
n=1

(x) dx + (X) cos [nwo(x - t)] dx =

1
=~

2
T

|| QJ°x

=~

x) i%+cos[wo(x- 0]+ cos[2wg (x - t)] +.... + coslk wg (x - t)]gdx

Si aplicamos la Proposicion 5.13 a) se tiene
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K sen gﬁ+19wo(x- t)g
1.2 & 29 0
Dic(Wo(x - 1) =5+ & cos [hwo(x- 1)

n=l Zsengelwo(x- t2
@2
Por lo tanto,
_ % seng§%+%9wo(x-t)ﬁ 5 %
St)= 2 = f(x) & g Ugx = Z ¢ f(x) Dy[wo (x-1) ] ax- ™
TO él 0 T3
X 2seng- - 1) —
- sen & Wo (X - t)g >

Proposicién 5.15

Sea f una funcion periédica, de periodo Ty Si(t) la suma de los (2k+1) primeros
términos de la serie de Fourier de f en el intervalo [-T/2, T/2]. Entonces

T r4 ey ~
2 sengﬁ+£9wolg
Sk(t) = 2 e %] u
K= ?Of(t+|) 1 — dI
T Zsene_WOIH
2 &2 u

Donde wo = =P
=
Demostracién

De la Proposicion 5.14, sabemos que

) % sengﬁ+%9wo(x-t)a
Sk(t) = = S 09 € ,1 (4] : U gx
T 2sen g—wo(x- t)H
2 & v

Haciendo el cambio de variables| =x —t, se obtiene

) %-t sen%ﬁ%c—:)wolﬁ
St = Z g fery —=22 Hg (1)
LI Zseng—wo I ﬂ
2 €2 u

Ahora bien,

éa% 16 Iu
senég 2‘—3\/\/ H

a1
2sens- W I
& "4
es una funcién periddica en la variable | , con periodo T. Puesto que f(t + 1) es

también peridédica en la variable |, con periodo T, el integrando de (1) es

periddico en la variable |, con periodo T. Entonces, por la Proposicion 5.5 se
puede expresar (1) como

_ senéﬁ+%9wolg
SK(t) = ftel) —& @ Uy @

Zsenélw IL'I
£

=~
N e NIE

Pagina 59



Proposicién 5.16

Sean t, kil A (k! 0) y f una funcién derivable por tramos en [-T/2, T/2] y
periddica, de periodo T = b - a. Si g es la funcién definida por

TRt +1)-ft")

i O<Il £T/2
i 2sen(k )

o(l) =1
| -
D) o6 <o
f 2sen(kl)

Entonces
a) La funcion h(l ) = f(t +1) es continua por tramos en [-T/2, T/2].
b) g es continua por tramos en [-T/2, T/2]

Demostracion

a) Puesto que f es continua por tramos en [T/2, T/2], de la Proposicion 5.1 e)
se deduce que f es también continua por tramos en [T/2 — ko T, T/2 + Ik T]
" Ko, ki I N. En particular, tomemos

t t

ko3 -—, k3 —

0 T 1 T

En este caso,

[TR2+t, T2+t 1 [[TI2=ko T, T/2+ k1 T]

Como | +t 1 [-T/2+1t, T/2+(t]sil | [-T/2, T/2], resulta f(l +t) continua por
tramos en [-T/2, T/2].
b) Del inciso a) se deduce que g es continua por tramos en [-T/2, T/2] — {0}.
Sélo resta probar que existe g(0%) y g(0).

+ . . fe+1)-fe” . fe+1)-ft” |
909 = lim g0)= lim (25erz(k(| )): | ( |) = 2sen(kl)
| ®0 | ®0 | ®0
Puesto que, por la Proposicién 5.1 j), f tiene derivada derecha en t,

f(t+1)-ft")

lim ————=f
| ® 0"
Ademas, si aplicamos la Regla de L'Hospital,
lim I lim 1 1
I _— - I - =
Leot 2sen(kl) o+ 2kcos(kl) 2k
De esta manera,
lim fit+1)-f(t™) I - im fit +1)-f(t™) lim —£ (1) 1
= o S e Y — =f () =—
| ®0* I 2sen(kl) ‘g0 I Leot 2sen(kl) 2k
Por lo tanto,

1
07)=fy(t)—
9(07) = fp( )2k
Analogamente se verifica que
1
0 )=f(t)—
9(0”) |()2k

Luego, g es continua por tramos en [-T/2, T/2] &
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Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema de convergencia de las
series de Fourier. Fue demostrado por Dirichlet, en 1829. A partir de esa fecha,
las series de Fourier se convirtieron en un paradigma en la resolucion de
numerosos problemas derivados de la Fisica. Si bien Dirichlet probd la
convergencia para una funcion periodica, de periodo T y derivable por tramos
en [-T/2, T/2], en este trabajo extenderemos el Teorema al caso general de una
funcién derivable por tramos en [a, b] y periddica, de periodo T = b — a.

Teorema 5.17:Teorema de Fourier o de Dirichlet

Seaf:D | A ® A una funcion derivable por tramos en f, b] y periddica, de
periodo T = b—a. Sea S¢ Ia serie de Fourier de fen [a, b] definida por

®e2pnto ®e2pntod
Sk(t ——+ an Cos —+b sen =
#(t) 5 na.l( n Q P n g b-a g

ae?p nto
az

+dt

2 \ . 2 N\
Donde a, = boa dt) cos —dt y bp= b-a dt) sen
a a

Sit1 A entonces

(= L)

Demostracion :

Tomemos t T A. Como f es continua por tramos en [a, b], f resulta integrable en
dicho intervalo y, por la Proposicion 5.6, la serie de Fourier de f en [a, b]
coincide con la serie de Fourier defen [-T/2, T/2]. Es decir,

Si(t) = > =04 a (an cos (wg nt)+by, sen(wg nt))
n=1

Donde wg = Q
T

, T , T
an== QOfcoswont)dt 'y bn== @f®) sen(wont)dt
T -T2 T -T12

Por la Proposicion 5.15 se tiene

, TI2 Se”gﬁ’%gwo K
. N € [ u
St 0=limSc0=lims O ft+1) S dl =
k®¥ © 12 Zseng—wolg
2
éa% 16 u % 16 u
0 sen gk +—*wq | T/2 sengk+—*wg |
s 2 A & 2g ° 0 2 & 2p a
—||m? o fit+1) - dl +|ImT o ftt+1) - — dl
k® ¥ " 11 2sen ~— e WOI k® ¥ 0 ZSeng—Wol 3
& v €2 u

De la Proposicion 5.13 b) se obtiene
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3 16 u
senea?<+—+wol'
Eg ge% 2¢ 1
T T Zsen(?él—'wolg

e2 )

d =1 (2)

Puesto que el integrando en (2) es par, resulta

1 g
0 sené.:?(+—9wol G
2 U

qar =1 3)
2

-T2 Zsengéwol -
e2 2

0
senea?(+——wol
ETg g 29 Hd|:l (4)
T o 2sen8eiwolg 2
ez o

De la Proposicion 5.1 g) se deduce que f(t7) y f(t") existen. Luego, si

multiplicamos miembro a miembro (4) por f(t*), se tiene

, T2 sen§+——wol
~it) = = o) L
T
0 Zseng—wol+
2

De esta manera,
/ sené‘? +19W0 G
. 2 & 2 u
lim= o ft+l) - U dl -—f(t )=
ey I 0 > e u 2
seng=wol
2
€ a

. 16 N
seng;.?+—gwoll;,

€& 20 0, _

- — dl =

2 seng-w,l §

senéiw0 0

€ u

T/2

-lim 2 0 fice+1y-11)]

k®¥

T/2
:”m% : lf(t+l)lf(t )| son & %QW U o
©¥ 1 0 2seng-wyl ©e <o
62 t

Consideremos ahora la funcién
Tof(t+1)-f(t")
|

i : o<l £T/2

::ZZSen(EWOI) ©)
o(l) =i

|

! f(t+|)l'f(t ) “TIRE1 <0

L2sen(=wy )

t 2
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Reemplazando (6) en (5) resulta

1Y coslk wy 1 ]d

T/2 sengﬁ += 2w |
.2 f & Z2g i
lim= o ft+l) . U dl —f(t )=
K® T él u 2
0 2seng=wol
2
é u
T/2 .. T/2 .. N
u
_||m3 0 g() senaa?wl?w0 4 —I|m3 0 g() sen@%igwoladl
k®¥ ee 2g u k®¥ ee 29 u
T/2
||m_|_og(l)sen wol += W0|Hd|=
k® ¥ 0
. 212 é é1 0 e uu
= — 0 ) asenlkwgyl | cosa&=wgy | +coslkwyl | sengZ=w, ! dl
LgT;T()Og()g [ o] SZOH [ 0] &OHH
. 212 é1 Y
= = 0 | Ysenlk w,y | | cosaZ=—w I + [Ycos|lkwgy | | sen 4~ - dl
!(I(.gQT 0O () [ 0 ] 82 0 H g() [ 0 ] 82 H
] 2T/2 él 2T/2 l
= = 0 | Ycos ;& w senlkwgy ]| dl + = ) sen4/— .
im0 ot ycosgg ot senbems ] +limz 0 o) sengvo

Puesto que, por la Proposiciéon 5.16 b), g(l ) es continua por tramos en el

intervalo [-T/2, T/2], las funciones

p—

g(l )cos é1

&

|U
Wo |:|
u

u

él
y ga(l) senehzwO g
€ u

también lo son [-T/2,T/2]. Luego, de la Proposicion 5.12 b) resulta

T/2

1 u
) seng4— | ncoslkwyl]dl =0
ll<l®m¥T (()) a() 82 H [ 0 ]
T/2 N
el u
) seng4/— | ncoslkwyg!l]dl =0
im0 o) sengzwol g coslw 1]
En consecuencia,
/9 sen%ﬁ+%9wolg
im2 o fit+l) —& 22 Ug = tgey (@)
ke¥ T g é U 2
2seng-wyl
& °t
Analogamente,
eaﬁ 16 u
o senggk + ==w, |
.2 ée 2} U (8)
lim= 0 ft+1) , di = 2(t)
ko¥ -T2 ZSeng—wolﬂ
62 1]

Luego, reemplazando (7) y (8) en (1) se obtiene

S ®=lim sk<t>=— 1) + 1)

k® ¥
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=\ Observacion

El Teorema de Fourier afirma que, si una funcion f es derivable por tramos y
periédica, su serie de Fourier converge puntualmente sobre A al promedio de
los limites laterales de f. Pero, ¢en qué casos convergerd a f? La respuesta se
enuncia en el siguiente Corolario.

Corolario 5.18:

Sea :A® A una funcién continua " ti A, derivable por tramos en [a, b] y
periodica, de periodo T = b — a. Sea St es laserie de Fourier de fen [a, b].
SitT A entonces

St(t) = f(Y).
Demostracioén:
Como f es continua en t, f(t") = f(t") = f(t).Luego, por el Teorema 5.17 se deduce
qgue Si(t) = f(t). m

Podemos elaborar la siguiente conclusion:

Si f es una funcidon derivable por tramos en [a, b] y periédica, de periodo
T =b - a. entonces
m Sifes continua en ty, su serie de Fourier coincide con f en tp, es decir,
St(to) = f(to).
m Si f no es continua en ¢, su serie de Fourier es igual al promedio de los
limites laterales de f en to. Es decir,

i) = 122166)

Ejemplo 54
- (-x-2)% -3<x<0
|

Dada la funcion periodica f(x) = |
T (x- 2) 0£x<3

. f(x+6)=1(x)

a) Graficar fen el intervalo [- 9, 9]

b) Hallar los coeficientes de la Serie de Fourier asociada a f.

c) Representar graficamente la quinta y vigésima suma parcial de la Serie de
Fourier.

Resolucion
a) En este caso, la funcion tiene periodo T = 6 y es continua por tramos en

[a, b], donde a = - 3y b = 3. Graficaremos la funcién utilizando el Mathematica.
Escribimos entonces los siguientes comandos:

:6,
:-3,
:3’
[Xx_]=Which[-3<x<0,- (-x— 2)2 0£x<3, (x-2)1;

K[x_1=Which [ ﬂfo IntegerPart g Tbu,True IntegerPart gx_ragl;

Plot[f[x— Tk[x]],{x,-9,9}], ;

T
a
b
f
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Al ejecutarlos, se obtiene la siguiente gréfica:

1.5
1

0.5

Figura : Gréaficade fenelintervalo[-9,9].

b) La serie de Fourier asociada a f es

¥ A et
—+3a ganCOSQﬁnp Orp, Sen@ﬁnpxgJ
n=1 %) eb-a QH
Donde
2 ® a2 npxo 2 b g2npx 6
—Ofx)Cosc; X, —ofx)Seng X
- a -a (4] - a 'a 7]
Para calcular los coeficientes de Fourier, se ejecutan los comandos:
a8 é2npxu enpxu, o
Aln_]= —9 (-x-2)? Cos a——dx + (x -2)? Cos X¥
b-ag) §b-all ¢ §b-a 00
é2npxu é2npxu

B[n_]= b—gé)o(x 2)? Sin dx+o(x 2)? Sin

0
&Eb-a f €b-a 5

c) Definimos las funciones g y h considerando, respectivamente, la quinta y
vigésima suma parcial de la Serie de Fourier. Luego se escriben los comandos
para graficar ambas funciones:

_ e2anU e2npxu.
glx_1= aA[ ]Cosgb a 4 B[ ]S Sb' H

n=1

20 .
h[x_]1= & A[n] Cosg2n
n=1 b -

Plot [{ g[x], h[x]},{x,-9,9}]

e2npxu

Eb-a

pXL:,I .
aH+B[n]s|
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Ao / R W AL A
4]

7.5 ~7ns | -5 -5 EU{'X 7.5

Figura : Izquierda: gréafica de g. Derecha: gréfica de h.

En la figura anterior se observa que, a medida que se agregan mas términos a
la suma parcial de la serie, su gréfica se parece cada vez mas a la grafica de f.
Este resultado corrobora la convergencia de la serie de Fourier a la funcién f.

Las series de Fourier se utilizan también para hallar el valor de ciertas series
numeéricas, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.5

Dada la funcién periodica:

siDfx<1

1
, f(x +29 =1f(x
4 SsilEx<2 ( 1=19

f(x) =

— — —

a) Calcular la Serie de Fourier asociada af.

b) Graficar f en el intervalo (- 2, 4)?

c) Graficar la Serie de Fourier en el intervalo (- 2, 4)

d) Evaluando la Serie de Fourier en x = 0 calcule el valor de la serie numérica
g -1)"-1

2
n=1 n

Resolucion:

a) Primeramente calcularemos los coeficientes de Fourier. En este caso, a = 0,
b=2yT=2. Ejecutamos los comandos:

Clear [f,a,b, T,k,A,B]
T=2,;

0;
2

(@]

(07= 2 B 0ux) dx+pa dx’
= 2 _Cy1+x) dx + o4 dx7;
b'aéa 1 o

>

a8 b 6
Aln_]= icdux)c%‘mudx+04C05e2anu
b-aga Sb-aH 1 8 -aH
b
2npxd enpxu, 9
B[n_ ]= —Q 1+x S|ne_ dx + A4 Sin xS

Se obtienen los siguientes resultados:
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11 (-1)"- S3+2(-1)
Q=70 W= g b S

n°p np
Por lo tanto,

a, ¢ €& enpxu é2npxul
S, (x)=—2+ Cosg—— +b, Seng—y) =
1) 2 %gﬁ &b-a H eb-a%

MSen [n px]

11,8 é(-1)"-1
:Z+a Q( 2) 5 Cos[npx]+
n=L & N" P

oOCNC

En consecuencia,

¥
si=2143 e

nlenp

Cos[npx]+ Sen [n px]

(e exY «]

+2(1)"
m_— ®

b) Escribimos las siguientes instrucciones:
f[x_]1=Which[0<x<1,1+x,1£x<2, 4];

. x-b éx-bu éx-au
K[x_]=Which[ —£0, IntegerPart =——,, True, IntegerPart 11
-] LT g T o gerpart g7
Plot [f[x-=Tk[x]].,{x,-2,4}];
Se obtiene la siguiente grafica:
—E — —
3.5}

1
|
|
|
Y
|
|
|

-z -1 1 i 3 4
Figura : Gréafica de fen (-2, 4).

c) Por el Teorema de Fourier, resulta
f(x")+f(x")

Sf(X) = 5

Los puntos de discontinuidad de fen (-2, 4) sonx=-1,0, 1, 2, 3.
Calculemos los limites laterales en dichos puntos:

fi-k1) =2 fo(-1) =4

fi(0)=4 fo(0") =1

fil)=2 fo(1") =4

fi)=4 fo(27) =1

fi(3)=2 (3" =4
Por lo tanto, en el intervalo (-2, 4) se verifica
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i3 six=-1Ux=1 Ux=3
25 six=0 U x=2 (2)
1 f(x) enotrocaso

-2 -1 1 z 3 4
Figura : Gréfica de la serie de Fourier de fen (-2, 4)

d) De la expresion (2) se obtiene

Si(0)=2.5
Reemplazando la expresion (2) en esta ecuacion resulta
11 & ((-D"-1
=+a (2)—222-5
4 n=1 N p
Luego,
§ ((D"-1 11 s ()"-1 1 g ((D"-1  p?
d 525, Pad-—S55=-,Fad 7=
n=1 N P n= NP n=1 n
Por lo tanto,
¢ (1)"-1_ p?
a 2 = - T u
n=1 n

El Teorema de convergencia de Fourier nos asegura que, bajo ciertas
hipétesis, la serie de Fourier converge puntualmente a f. Pero ¢en qué casos
converge uniformemente? La respuesta estd formulada en el siguiente
Teorema:

Teorema 5.19: Convergencia uniforme de la serie de Fourier.

Sea f:A ® A una funcion continua " tT A y periddica, de periodo T =b — a,
con f ' derivable por tramos en [a, b]. Entonces la serie de Fourier de f en
[a, b] converge uniformemente a f sobre A

Demostracion:
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Representaremos los coeficientes de Fourier de f con letras minusculas y los
de f ‘ con letras mayusculas. Entonces, teniendo en cuenta que f es periddica,

T2
A, _é-ouom:—uun)f(wa):—uun)f(wzyn)o

-T2

Si integramos por partes, obtenemos la siguiente expresion de A, paran 3 1.

T2 T/2

T2
An=Z O () cosae?”ptodt:EGf(t) cosaénIOto NN 0 seng ptodt -
T 7 7] Tg T ol -TI2 g 5
2 2n 0_2e&. 2np , 6_4np
—¢f(T/2) cosln f(-T/2) cos(- np)+ b,+=—=c0+ b,+=—— Db,
=S¢i(TI2) (hp)-f(-T/2) cos(- np)+ — it L L
Por lo tanto,
4n
An:ijn,n31 (1)
De manera similar se demuestra
4n
Bn:Tfan,nal (2)
Por otro lado,
osa?An|-—— —AZ——|A +—
Ng n
De donde
1|An|£EAﬁ L1 (3)
n 2 2n?
Analogamente se prueba que
g, elee+ L (4)
n 2 2n?

Sumando miembro a miembro (3) y (4) resulta

1 1 1, ,\ 1
HlAnl + Hanl EE(An +Bj )+?

Reemplazando (1) y (2) en esta ultima desigualdad se tiene

4F F 1(,2 2 1
2yl + 25 1o, | £5(a7 487 Jr =
Luego,
T2 (2 .02\, T2 1
la, [ +|b,| £ 8_p(An +B; )+4_p =z
Ahora, la serie a_ converge, y también a (A +B’ )converge, debido a la

ne N n=1
aplicacion de la Proposicion 5.9 b) a los coeficientes de Fourier de f ‘. Por el

¥

Criterio de Comparacion de series numéricas, resulta que § (a, |+|b, |)
n=1

también converge.

Pero, " t1 A se verifica
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a, Cos¢
e

0, b, sen € =|£ |a, [+ | by |
2 é 2

Aplicando el Teorema de Weierstrass” para series de funciones, resulta que la
serie de Fourier de f converge uniformemente en A. Finalmente, por el
Teorema 5.17, la serie de Fourier converge a f, lo que completa la
demostracion.

5.2 El fendbmeno de Gibbs

A comienzos del siglo pasado el fisico Michelson Morley probé un aparato
mecanico que habia inventado para calcular los coeficientes de Fourier y
construir las sumas parciales de una serie de Fourier.
En una prueba us6 80 coeficientes de Fourier para la siguiente funcion
periddica:

fx)=x para—p<x£p , f(x+2D )=1X)

La maquina respondié con una grafica que tenia saltos inesperados en los
extremos p, — p y sus correspondientes multiplos impares. Lo que Michelson
observé lo comprobaremos con el Mathematica, ejecutando los siguientes
comandos:

Primeramente graficamos f en el intervalo [- 3 p, 3 p]:

T=2p;
a=-p;
b=p;
fIx_]1=x;

. X-b éx-bu éx-au
ki[x 1=Which[ —— £ 0, IntegerPart -, True, IntegerPart ~—, | ;
] 5 gerPert g T gerPart g7 ¢!

Plot[f[x-Tk[x]1],{x,-3P,3P}1;

-7.5 -5 12.5

2t

-3F
Figura: Graficade fen[-3 p, 3 p]. Es conocida como "la onda diente de sierra”.

* Teorema de Weierstrass: Sea {f,} una sucesién de funciones definidas sobre un conjunto A y
{My} una sucesion de nameros tales que | fn(x) |£ Mn para todo x de A. Supdngase, ademas,

¥ ¥
que & M, que converja. Entonces la serie § f,, (x) converge uniformemente sobre A.
n=1 n=1
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A continuacioén calculamos los coeficientes de Fourier:

N "
A[0]= bzfagaf[x] dx%;

2 & npxu, O
Aln_]= ngéf[X] Cos %—F;HdX:
- a - (7]

B[n_]= bigof[x] Sin g%gdx%;

Finalmente hallamos y graficamos en el intervalo [ 3 p, 3p] las funciones S,

S20 Y Sso que representan, respectivamente, las 10, 20 y 80 sumas parciales de
la serie de Fourier:

SlO[X ]— £]+a(A[n]COS§bLaXE+ B[ ] Sm§2bpnx§

n=1 )
Plot [S10[x] ,{x,-3P.3pP}1;

-7.5 -5

Figura: Grafica de la décima suma parcial de la serie de Fourier de fen (-3 p, 3 p)

ceof )20 & apleas 22244 el ang22

=1
Plot[S20[ x] ,{x,-3P.3pP}1;

Figura: Gréfica de la vigésima suma parcial de la serie de Fourier de fen[-3p,3 p]
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e2pnxu

TENE

ssofx =2 Alo ]+a (A]cos £2PNXU, p[] sin §2PNX

ol &b-a
PIot[SSO[x] AXx-3Pp,3p1}1;

2.5 5

Figura: Grafica de la octogésima suma parcial de la serie de Fourier de fen[-3 p,3 p]

Graficamente verificamos que |jm S, (x) =f(x) Pero, en las cercanias de los
k® ¥

puntos de discontinuidad de f, las sumas parciales de la serie de Fourier
presentan oscilaciones que no desaparecen a pesar de incrementar los
términos de las sumas parciales.

Al principio Michelson supuso que habia algun problema con su maquina. Sin
embargo, con el tiempo, se encontré que este comportamiento es caracteristico
de la serie de Fourier en los puntos donde la funcién tiene una discontinuidad
no evitable.

Este hecho se conoce como “el Fenomeno de Gibbs” debido al mateméatico
Willard Gibbs (1839-1903), quien fue el primero que lo defini6 y explico
satisfactoriamente.

Intuitivamente, como la suma parcial S(x) se acerca a f(x) conforme k® ¥ ,
podemos esperar que estas oscilaciones se achaten y se hagan pequefas
conforme k crece. Sin embargo no es asi. En cambio, éstas mantienen la
misma amplitud, pero se producen mas cerca de los puntos de discontinuidad a
medida que k crece. Las sumas parciales si tienen como limite a la funcion,
pero no exactamente como los mateméaticos esperaban.
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5.3 Series de Fourier para funciones no periédicas

Hasta ahora hemos analizado la convergencia de la serie de Fourier para una
funcion periddica pero ¢qué ocurre si la funcion no es periédica? ¢Podra
aplicarse el Teorema de Fourier para estos casos? Afortunadamente la
respuesta es afirmativa, gracias a que es posible extender el Teorema a
funciones cuyo dominio esta contenido en un intervalo de extremos finitos.
Veamos cémo hacerlo:

Consideremos una funcién f:D1 [a,b]® A derivable por tramos en [a, b].

Primeramente definiremos la funcion k(t) que asigna, a cadat 1 A, un entero

comprendido en el intervalo gt_r_bt?a; con T = b— a. Mas especificamente,
\I _ <
i int gﬂg si tEDb
|
O
Dint g—g sit>b
eT U

Donde int [ X ] es la parte entera del nUmero x. Las siguientes propiedades de
la funcién “parte entera” seran utilizadas en esta seccion:

= [-x]=-[x]
m Six>0,[1+x]=1+[x]
m Six<-1,[1+x]=1+[x]

Ahora disfrazaremos la funcién f de periddica, extendiéndola a la recta ral,
como se indica a continuacion:

| f(t) si tl (a,b)
Lit-k®T)  siti (a,b) U t-k@ T1 Dom(f) - {a,b}

Asi, la funcion k(t) obligara a que t—Kk(t) T caiga en el intervalo (a, b).
Las siguientes figuras ilustran graficamente cémo extender la funcion f:

fe(t) =

f
1
|
I
I
:
1 1
1 i -t
a b
Figura: Graficade fen[a, b ]
9
fE
1 _'_'-'-,;I;:l 1 1
| | | |
I I I I
I I I I
| | | |
I
1 1 1 1
1 1 1 1 1 P_ t
a-2T a-T a b beT
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Figura: Graficade feen R
En la siguiente Proposicion demostraremos que fg es periddica.

Proposicién 5.20

Seaf:DI [a,b]® A una funcién con dominio D. Entonces la funcién
| f(©) si tT (a,b)

%f(t k)T)  sitl (@,b) Ut-k@®TT Dom(f)- {a,b}
es periddica, de periodo T =b — a.

Demostracion

Seat T Dom (fg); consideraremos los casos en quea<t<b,t<a y t>b,
m Sia<t<b, entoncest+T > b;luego

fe(t+T)= f§+T-et~—T a“T9_fa?+T-gL+t_a“T9
e T 0 € TH g
Como O <— <1 resulta §1+ t_au_1+ At_—ag:1+0 =1. Por lo tanto,
T H™ &TH

fE<t+T)—f(t+T-T)—f(t)—fE(t).
m Sit<a,entoncest+T < b. En este caso se presentan dos situaciones:
1) Sia<t+ Tsetiene fg(t+T)=f (t+T)

a%et bu

Por otro lado, fg(t)=f g T—

sTuz

t-b
Como - 2<?< 1resulta -1. En consecuencia,

T H
fe(t) =f(t-(-1) T)=f(t+T). Luego, fg(t+T)="fe(t)

2)Si t+ T<asetiene

fe(t+T)= fa?+T-eA—t+T bd 0—faEf\+T-§L+QuT9
g € T H g TH 5

Como %<-1resulta§1 t b; gt bH Por lo tanto,

& et bud ét-bi_o é-bu 0
fe(t+T)=fGE+T- L0 B b S e S
e(t+T) g 8 Hzgg ETHbES HQJE()

m Sit>Db entoncest+T >b; en este caso,

fe(t+T)= fF8+T- e—t+T aﬂ 9—faEf\+T-§L+t—auT9
E E T U3 g e TH 5

t-a g t-au_ et
Como —— >1 resulta * Por lo tanto,
T 81 TH 8 H
.fE(t+T):f§+T-A+t—auT—-f§+T T-§-auro. fé? & a“T— fe(hm
6 TU g ETH & &T H

Ahora estamos en condiciones de formular el Teorema de Fourier para
funciones no periddicas.
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Teorema 5.21:Teorema de Fourier para funciones no periodicas

Seaf: DI [a,b]® A una funcién derivable por tramos en [a, b], con a, b1 A .
Sea St la serie de Fourier de fen [a, b]. Sit 1 (a,b) entonces
f(t") +f(t7)

Si(t) = >

Demostracion :

Definimos T =b - a y consideramos la funcion

i f(®) si tl (a,b)

Lit-k®T)  siti (@,b) Ut-k@®T 1 Dom(f)- {a, b}

Por la Proposicién 5.20, £ es periodica, de periodo T = b —a. Ademas, es

derivable por tramos en [a, b] pues f lo es. Si aplicamos el Teorema 5.17 a fg
resulta,sitl A,

fe(t) =

(") +g(t)
2

S (t) =

Como Sy_(1)=S¢(t) y " ti (a,b) fe(t)=f(t) se obtiene S(t) = —f(“);f(t')

para t1 (a,b). m

Nos planteamos ahora si una funcién f: [a,b]® A que es continua y derivable

por tramos podra ser expresada como serie de Fourier. Pues bien, si
extendemos la funcién f a la recta real como sigue:

j f(t) si ti [a,b]
fe() =i .

ifit-k®T)  siti[a,b]
Obtendriamos una funcion periédica que deberia ser continua, a fin de aplicar
el Corolario 5.18 a esta nueva funcion. Por esta razon necesitariamos la
hipétesis adicional de que f(a) = f(b). Las siguientes figuras ilustran esta
situacion:

A

N

' -t
a b

Figura: Grafica de una funcion f continua en [a,b ] con f(a) = f(b).

i

|

|

X |

! | |

1 | F' 1
a-T a b h+T

Figura: Graficade feen R
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En la siguiente Proposicion probaremos que, bajo estas condiciones, la funcion
extendida fg resulta periodica y continua.

Proposicién 5.22

Seaf: [a,b]® A una funcion continua en [a, b] y tal que f(a) = f(b).

Consideremos la funcion

i f(t si tl |a,b

fe®=] 10 [a.0)
ifit-k®T)  siti[a,b]

Entonces

a) fe es periddica, de periodo T = b-a.

b) fe es continua " tl A.

Demostracion:

a) Solo verificaremos la periodicidad para los puntos de la format=a+mT vy
t=b+mTconm | Z, pues la comprobacion para los demas valores de t es
similar a la demostrada en la Proposiciéon 5.20.
m Sim=1
fe(a + m T)=fg(a + b -a)= feg(b) = f(b) = f(a) = fg(a).
m Sim>1
f(a+mT)= f§%+mT- g@g@:f (a+mT -mT)=f(a) = fz ()
€ u g

m Sim<0
fE(a+mT):f§%+mT-2aA—+mT_bETg:fa%+mT-gm_T_Tng=
e T U g e T 0 g

=f(@a+mT-(m-1)T)=f(a+T)=f(a+b- a) =f(b) = f(a) = fe(a)
La demostracion para los puntos t=b+m T con m | Z es anéloga a la anterior.
b)
m Sitgl (a, b) entonces, como f es continua en (a, b), se obtiene
lim fe(t) = lim f(t) =f(to) =fe (to)
t® tg t® tg
m Sitgl (a,b) Uty a+mT Uty b+mTconml Z entonces
lim fe(t) = lim f(t- k() T).
t® tg t® tg
Como la funcion k(x) es continua " x1 Z se tiene que k(t) es continua en b.
Ademas, t—k(t) T1 (a, b) y, por ser f continua en (a, b) resulta

lim f(t- k(t) T) =f(tg - k(tg)T) =fe(tg). Por lo tanto, [im fg(t) =fz(tg)
t® tg t® to

m Sitg=a+mTconm 1 Z , calcularemos los limites laterales y verificaremos
gue sean iguales. Teniendo en cuenta que fy fg son periddicas resulta

lim fe(®) = lim f£@®= Im f®= Ilim fg(t-mT)= |im fg(u)=
t® ty t® (a+mT)~ t-mT®a’ t-mT®a’ u® a’
= lim fg(u+T)= |im fg(u+b-a)= Ilim fg(u+b-a)= lim fg(w)=
u® a” u® a’ u+b-a® b’ w® b~
= lim f(w) =f(b) =f(a) =fg (@) =fe (@ +mT) =fg(to)

w® b’
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Por otro lado,

lim fe(®) = lim fe(®= Iim f®)= Ilim fe{t-mT)= |im fg(u)=
t®t] t® (@a+mT)* t-mT®a’ t-mT®a’ u® a”
= lim fg(u)= lim f(u)=f(@)="fg(a)=fz(@+mT)=1z(tp)
u®a”* u® a*
Luego,
lim fe(t) = lim fe(t) =fz(tg)
t®t] t®tg

m Sitgp=b+mTconm 1 Z ,lademostracion es analoga al caso anterior.m

A continuacién enunciaremos el siguiente Corolario, el equivalente al Corolario
5.18 para funciones no periodicas:

Corolario 5.23:

Seaf: [a,b]® A una funcién continua, derivable por tramos en [a, b] y tal que
f(a) = f(b). Sea Ss es la serie de Fourier de fen [a, b]. Sit 1 [a,b ] entonces

St(t) = f(b).
Demostracion:

Definimos T =b - a y la funcion

i f(t) si t1 [a,b]
Pie-k@ T siti [a,b]
Por la Proposicion 5.22 f= es una funcion periodica, de periodo T=b —ay

continua " tT A .Ademas, es derivable por tramos en [a, b] pues f lo es.
Luego, si aplicamos el Corolario 5.18 a fgse tiene St () =fz (t) paratl A.

Como Sy_(t)=S(t) y " t1 [a,b] f(t)=f(t) resulta Si(t) = f(t) para ti [a,b]. m

fe(t) =

5.4 Integracién y diferenciacion de Series de Fourier

Es sabido que las sumas infinitas no siempre se comportan como sumas
finitas. Por ejemplo, la propiedad aditiva de la derivada y de la integral son
vélidas para una suma finita de funciones, pero ¢podremos derivar e integrar
término a término una suma infinita de funciones? En algunas situaciones esto
es factible, como es el caso de las series de potencias. Mas especificamente, si

¥
f(x)= & an(x- xo)" conan, % 1 A

n=1
entonces
, d éoé n g d n
f (X)=d—a an (x- xp) =a PVl (X - Xo)
anl n=1 X
: g
GOOdx = an(x- x0)" dx=a [fn (X- Xo)" dx
n=1 n=1
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Pero ¢se podran derivar e integrar término a término las series de Fourier, tal
como ocurre con las series de potencias? Estas propiedades son sumamente
importantes pues, en caso de verificarse, las series de Fourier se podrian
utilizar en la resolucion de ecuaciones diferenciales. Desafortunadamente esto
no siempre es posible y generalmente la diferenciacion término a término de
series de Fourier puede conducir a resultados absurdos aun para funciones
gue tengan un comportamiento extremadamente bueno, como veremos en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.6
a) Demostrar que si {Cn}nTN es una sucesion tal que |im (- 1)'“+1cn =0
n® ¥
entonces |im ¢, =0.
n® ¥
b) Sixl (0, 1), probar que |im cos(nxg)t 0

n® ¥
c) Dada la funcion periodica f(x) = x para —p <x<p, f(x +2p) = f(x).
Probar que, si xI (0, 1), la serie de Fourier de f no puede derivarse término a
término.

Resolucion:
a) Como |im (- 1)”“0n =0,dadoe>0 $ ny/" n3 ny se verifica
n® ¥
‘ (_1)n+1cn‘ <e

Por lo tanto, " n3 ngy se tiene

| cnl :‘(-1)n+1 cn‘ <e. En consecuencia, lim ¢, =0
n® ¥

b) Supongamos por el absurdo que [im cos(nXg)=0. Entonces,
n® ¥

Dadoe>0$ ny/" n3 ng se verifica | cos(n x) | < e

En particular, tomemos e =%, y un numero natural k tal que
2kp

X0

no<

. &2kp 2k u :
Por otro lado, como 0 < % < 1, el intervalo & p’ P, P g tiene longitud
éXo Xo 3Xoq

mayor que 1. Luego, existe un niamero natural n; tal que
2kp £n, £ 2k p L_P

X0 X0 3XO

Como nq >ng resulta | cos(mxo) | <e =% .Es decir,

- Y2 < cos(mXp) < Ya (1)
Pero en el intervalo gz kp, 2kp+ gg la funcion coseno es decreciente vy,
, é pu
debido a que niXol 32 kp, 2kp+ 3H resulta
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cos(nixg) 3 cos(;‘% kp+29= 1 2)
=) 3g 2
De (1) y (2) se obtiene

% > cos(mXxp) 3

N |-

Lo cual es una contradiccion.

52

c) La serie de Fourier de fes Sf(x)= a - (- 1)”+1sen(n X) que converge a f(x)
n=1

para x! (0, 1), por el Teorema 5.17. Es decir,

f 2 n+1
X=a H(_l) sen(nx) sixl (0,1)

n=1
Si derivamos miembro a miembro esta expresion se obtiene
d d & 2, . n+1
—X=— — (-1 sen(nx
dx dx na_l -9 (nx)
entonces,
d £ 2
1=— & Z(¢-1)""sen(nx)
dx n=1
Si suponemos que esta serie se puede derivar término a término, resulta
¥ d &2 N
1= & — 251" sen(nx)-
g dx &n i
0 sea,

g +1
1= 4 2(-1)""cos(nx)
n=1

¥
Esto indica que, para cada xI (0, 1), la serie & 2 (- 1)n+lcos(nx) converge.
n=1
En consecuencia, su término general tiende a 0. Es decir,

lim 2(-1)"* cos (nx)=0.
n® ¥

Del inciso a) resulta
lim cos(nx)=0
n® ¥

lo cual es un absurdo, por el inciso b). B

Afortunadamente, si se agregan ciertas hipotesis, las series de Fourier se
podran derivar término a término, como veremos a continuacion. Previamente
probaremos que la derivada de una funcién periddica es también periddica.
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Proposicion 5.24

Seaf:D1 A ® A una funcion derivable y periodica, de periodo T. Entonces f *
es también periddica, de periodo T.
Demostracién:
Por ser f periddica se tiene
, fek+T+h) -f(t+T f(t+h)+T)-ft+T ftt +h) -f(t
feaT) = i )AE+T) M) T) o feh) <)
h® 0 h h® 0 h h® 0 h

=
u
Esta Proposicion sera utilizada en la demostracion del siguiente Teorema:

Teorema 5.25: Diferenciacion término a término de series de Fourier

Sea f:A ® A una funcion continua " tl A y periddica, de periodo T=b — a,
con f’ derivable por tramos en [a, b]. Entonces la serie de Fourier de f

f(t):7+ a ean Cos{:ﬁnpt&b Sena@nptou

N1 & €b-ag " &b-a

puede derivarse término a término para obtener, sif’ es continuaent,

¥ 4 8

dé a&np anpta

f(t)= —ea ++b S 1
)=  dtg Eb ag en%b-a%

0 equivalentemente,

¥ 7
- o e
fh=a e
e

anSenéﬁnptg 2npb Cos a@nptcu
b-a eb-ag b-a -a%

Demostracion:

Por la Proposicién 5.24 f ‘es periddica, de periodo T. Luego, si aplicamos el
Teorema 5.17 a f’ resulta, si f’ es continua en t,

a&n
ft— +a Cos e
v 2 nlgan Q a g eb-a%

Calculemos los coeficientes an y by:

T/2
ag :b_—za(‘j'(t)dt:$ ol (t)dt:—[f(T/Z) f(- T/2)]:—[f(T/2) f- TR+T)]=
-T/2

:é[f(TIZ)— f(T/2) |=0

Para calcular an paran 3 1, integramos por partes:

b T/2
a :id(t)cosae?”'Otoolt_E f(t)ngénptodt—
" b- b-a T
a € 4 -T/2
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T/2

12
=2% Cosae?”ptoﬂ +20P St Senae?g—nptodt_
T g T Utz -TI2

T/2
=0+20P 5t (o Senae?nptodt— 2nP

—T/2 e T
Por lo tanto,

2np
n = b, paran 31 (2)

Analogamente se prueba que

2np

bn =- a, paran 31 (3

Reemplazando (2) y (3) en (1) se obtiene

$ éexnp anptd 2np
f'(t) = b, Cos - 2.
)= nalg 8b-ag b-a gb—agﬂ

Es importante observar que la conclusion del Teorema anterior generalmente
falla cuando f es discontinua, como sucede en el Ejemplo 5.6. Sin embargo, en
el siguiente ejemplo veremos que la derivacion término a término de la serie de
Fourier es valida.

Ejemplo 5.7

Consideremos la funcion “onda triangular” definida por f(t) = |t | para-1 £t £1
tal que f(t +2) = f(t).

a) Graficar f en el intervalo [ -3, 3 ]

b) Expresar f en serie de Fourier.

b) Indicar si es posible derivar término a término la serie de Fourier.

Resolucion:

a) La funcién f tiene periodo T =2y en este caso a = -1y b = 1. Graficamos f
ejecutando los siguientes comandos:

b=1, ’
f[t_]1=Abs[t];

, ét-bu -bu ét - L‘J
k[t_]=Which [S H IntegerPart FH True, IntegerPart8 H

Plot[f[t—Tk[t]],{t,-3,3 }];

Figura: Gréficade fen[-3,3 ]
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b) Primeramente calculamos la serie de Fourier:

anpto a@nptdl
S t:—+ Cos¢ ~+b, Sen o
(M= Elgan $b-ag $b-a 4
Donde
b b
2 a&2npto 2 a2nptod
an =—— t) Cos +dt, bp=—— t) Seng ~dt
""b-a 9() eb-ag ""b-a 9() eb-ag
Al calcular los coeficientes de Fourier se obtiene:
5 b 5 1 0 1 0 1
ag=—— Af)dt== QO t|dt=| t|dt+ | t|dt=()-t dt+ ¢} dt=1
0754 Of® > Ol tl Ol tldt+Ql t| 0O 9
1 -1 0 -1 0
Sin 31,
2 ae?npto ° !
an = — 6t)Cos dt— Ol tl Cos(npt)dt+ Qf t|Cos(npt)dt=
a - 0
0 1 n
< N 2(-1+(-1
= (Ot Cos(nptydt+ G Cos(npt)dt :%
-1 0 p
2 ae? npto ° !
= s dt=Q| t| S t)dt+ ) t|S t) dt =
bn Y d) en T2 g Ol tI Sen(npt) Ol tISen(npt)
a -1 0
0 1
= (Ot Sen(npt)dt+cy Sen(npt)dt=0
-1 0

Por lo tanto,
¥ n
1 o 2 (-1+(-D")
Sf(t)—z’fa1 Z—pZCOS(npt)
n=

Por otro lado, f es continua " tI A . Veamos que es derivable por tramos en el

intervalo [-1, 1]:
-1 si -1<t<0

1 si 0<t<1

Ademas,

- f(O +h) -f(0" h|-]0 -h-|0

fi (0)="lim 10+h-Ho) ; ©) . lim | lhl = lim hl —
h® 0° h® 0° h® 0°

- f(0 +h) -f(0™* h|-]0 h-0

fp (0) = lim ( )h ©). lim %: lim T=1
h® 0% h® 0% h® 0%
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f(1+h)-f(1") ~|1+h|-]7] ~ 1+h-1
— = Iim ————= lim =

()= lim
h® 0~ h h® 0~ h he o~ N
- f(-1+h) - f(-1* -1+h|-]-1 1-h-1
fp(-1) = lim ( )h (1) lim l—h|||= lim ™ =-1
h® 0% h® 0" h® 0"

Luego, por el Corolario 5.18 resulta

Y _ _ n
f(t):£+ a MCOS(npt)
2 p=1 n?p?

c) Verificaremos si la funcion f satisface las hipotesis del Teorema 5.25:
f es continua " tI A y periddica; sélo falta verificar si f * derivable por tramos

en [-1, 1].
10 si -1<t<0
frt) =g .
10 si 0<t<1
Ademas,
. f'(0+h)-f, (0 f'(h) -0 1-(-1
h® 0 h® 0 h® 0-
: f'(0+h) -1,(0) () -1, (0) 11
fD (0) = lim h D = lim TD: lim T:0
h® 0+ h® O+ h® O+
3 fr@+h)-f (1) 1-1
f| )= lim h I = lim T:
h® 0 h® 0
¥ fr(-1+h)-f_(-1) (1
fo(-1)= lim Dy g
D . H e
h® 0 h® 0

Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 5.25, la serie de Fourier

Y _ _1\N
f(t):£+ a MCos(npt)
2 n=1 n?p?

Puede derivarse término a término. El resultado es

fl(t): g _ 2 (-1+(-1)n)
n=1 np

Sen(npt)
para ti {tT A/ t1 0+2k Ut?-1+2k Ut 1+2k,con ki Z } m

La derivacion término a término de una serie de Fourier puede aplicarse
también a funciones no periddicas, si se extiende el Teorema 5.25 como sigue:
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Teorema 5.26: Diferenciacién término a término de series de Fourier para
funciones no periddicas.

Seaf: [a,b]® A una funcién continua, con f’ derivable por tramos en [a, b] y
tal que f(a) = f(b). Entonces la serie de Fourier de f
&npt J&npta

f(t)——+ a ean Cosg¢
2 16 eb-

puede derivarse término a término para obtener, sif’ es continuaent,

¥

, s € 2np aénpto 2np ae? nptal
f(t)= & ——apn Sen : b, Cos
®) nazlgb-an $b-ag b-a €b-a M

Demostracion:

Surge de inmediato si definimos T = b— a y se aplica el Teorema 5.25 a la
funcion

i ét-bu .
- int =—— si tEb
i f(t sitl|a,b !
fE(t):i f(t) » sil " [[a b]] donde k(t)-| 8 H [
-k ) ’ i |ntgt—aﬂ sit>b
éT 0

A diferencia de lo que ocurre con la operacion de derivacion, la integral de una
funcidon periédica puede no resultar periddica. Sin embargo, agregando un
término adicional a la integral se logra obtener una funcion periédica, como
veremos en la siguiente Proposicion.

Proposicion 5.27
Sea :DI A ® A una funcién continua por tramos y periédica, de periodo T.
Entonces la funcion

t

X 1 2 T/2

F(t) = g(uydu- —apt donde ap =< f(u) du
) 2 T 0

es también periddica, de periodo T.

Demostracion:

t+T 1 T T+t 1 1
F(t+T)= (u)du- an t+T)=Fu)du+ (Ju)du- an t'an T
0 0 T

Por la Proposicién 5.4 b) se tiene
T T/2 T+t t

d(u) du= (§(u)du —%ao T JJ (u) du = §(u) du

-T2 T 0

Por consiguiente,
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t t
1 \ 1 1 < 1
F(t+T): an T+d(U)dU' an t'anTzd(U)dU'antzF(t)-
0 0

La integracion de una serie de Fourier tiene mejores expectativas pues,
sorprendentemente, la serie de Fourier de una funcién continua por tramos
siempre puede integrarse término a término, ya sea que converja 0 no. El
siguiente Teorema corrobora nuestra afirmacion.

Teorema 5.28: Integracion término a término de series de Fourier para
funciones no periddicas.

Sea f:D1 A ® Auna funcién continua por tramos en [a, b] y periédica, de
periodo T = b — a. Entonces la serie de Fourier de f

a npt npt
0+a_ eanCosae? IDO+bSnaQ ptg!
2 n=1€ eb-a a -a &i
puede integrarse término a término para obtener
2 2 4 2 pto 2@nptd
t) dt = ap dt+ Cos 0+b Sen P ;dt
O 0 a Oean 9 n o-a !
t 51 n=1 ¢, € =8 €
0 equivalentemente,
t2 o IPTRN
d(t)dt—lao(tz t1)+nal b-a ¢ egan Seng = - by, Cosg nptzg E%n Seng np 19 b, Cos gﬂbn—patl%

t

Demostracion:

Puesto que la funcién f es continua por tramos y, por la Proposicion 5.27, la
funcién F definida por

t
“ 1

F() = g(udu- zapt
0 2
Es continua y periddica, con periodo T. Como

F(t) = f(t)- %ao

Se deduce que F' es también continua y en consecuencia, por el Corolario
5.18, puede expresarse en serie de Fourier

F(t) = > +a [an Cos (nwo t)+bn Sen (nwot)] (1)

n=1
Donde wp = 2p
T

Entonces, para n 2 1 e integrando por partes resulta,
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2 T2

an== QF(t)cos (wgnt)dt=
-T2
2 2 T2

= F(t) sen (nwg 1) _Tﬁz OF (® sen (wo nt)dt =

nwqo T oT 1

) T/2 1
= - gf(t)-—aoLI sen (wg nt)dt =- b, (2)
n Wo n wo

-T2

n _E OF(t)sen (wp nt)dt =
-T2
5 5 T2
= F(t) cos (nwg t) Tﬁz OF'(t) cos (wg nt)dt =
n Wo T
-TI2
5 T/2 1
= t a cos (wp nt)dt = a )
— ef( )-ao u (wo nt) nwg "

T/2

Reemplazando (2) y (3) en (1) se obtiene

F(t)-—+a L[ bn Cos(nwot)+an Sen (nwo t)] 4)
2 21 hwo
Por otro lado,
P
F(t) - F(t) = (W) du- 2 a0 (t- 1)
ty
De donde
to
gu)du = F(ty)- F(t1)+ > 20 (ta-t1) (5)
ty

Al reemplazar la expresion (4) en (5) se tiene

t2

N 1

gWdu=2ag (tz- 1)+

b
3

ta - [- b, (Cos (nwq ty)- Cos (nwq ty)) +ay (Sen (nwq ty)- Sen (hwq t;) ]
n=1 0

Esta ultima expresion es precisamente la integracion término a término de la
serie de Fourier.

El Teorema anterior afirma que la integral de una funcién continua por tramos
puede calcularse integrando término a término su serie de Fourier, aunque ésta
no converja a la funcion.
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Ejemplo 5.8

Consideremos la funcion periddica f(x) =x para —p <x<p, f(x +2 p) = f(x).
Esta funcion es continua en [- p, p] y, de acuerdo con el Ejemplo 5.6, su serie
de Fourier es
% 2 n+1
Si(x)=a — (-1 “sen(nx)
n=1"

Hemos visto que si diferenciamos esta serie término a término, obtenemos algo
sin sentido. Sin embargo, podemos integrarla término a término y obtener, pata
cualquier x en [- p, p],

X X 1 2 9

gmdt= C‘Idtzi(x -p7) =

- p -p

_ 3 E( )n+1 en(nt)dt= ¥ (1)”+1»-lcos(nx)+lcos(n )

_n%1n (3 ) —1n &n 8
: 2 n n

=a —(-1)"[cos(nx)- (-1)

=}
1
=R

La integracion término a término de una serie de Fourier puede aplicarse
también a funciones no periodicas, extendiendo el Teorema 5.28 de la
siguiente manera:

Teorema 5.29: Integracién término a término de series de Fourier

Sea f: [a b ] ® A una funcion continua por tramos en [a, b]. Entonces la serie
de Fourier de f

¥

a o € a&2npto aZnpta

D+3 gan Cosg¢ P! ++b, Sen ¢ ke

2 L& éb-ag éb-a g

puede integrarse término a término para obtener

t2 ;
1 b- 2 t 00 e t 2 t, 60U
d(t) dt =2 (1 - t1)+;911 2-a egan Seng pa2 2. by Cos 2122 nP 2% = & Seng palg- by, Cos g%%

t

Demostracion:

Surge de inmediato si definimos T = b — a y se aplica el Teorema 5.28 a la
funcién

. ét-bu .
on pint 57— si tEDb
O] g o reeonny ekl T
t-kmT) sit<a I intg—_aﬂ sit>b
éT u

Pagina 87



5.5 Series de Fourier de funciones periédicas pares o impares

Ciertas propiedades de las funciones se reflejan en sus series de Fourier. Asi
por ejemplo, una funcion f es par si

f(- 1) = f(t)
Mientras que f es impar Si

f(-1) = -1(t)

La primera condicién significa, geométricamente, que la gréfica de f es
simétrica con respecto al eje y, en tanto que la segunda condicion implica que
la grafica de una funcién impar es simétrica respecto del origen.

' iV

{-t,f(-t)} (t.1{t))

-t

Par (-LI-1)) Impar
a) b}

Figura: a) Funcion par. b) Funcion impar

Veremos que la serie de Fourier de una funcion periddica par sélo tiene
términos con cosenos, mientras que la serie de Fourier de una funcién
periddica impar sélo tiene términos con senos. Previamente enunciaremos la
siguiente proposicion:

Proposicién 5.30

Seanf,g:D1 A ® A funciones integrables. Entonces
a

a
a) Sifespar, (§(t)dt=2 cj(t) dt
-a 0
a

b) Si f es impar, (¥(t)dt=0
-a
a
c) Sifes pary gimpar entonces f. g es impar y, por lo tanto, j(t)g(t) dt=0
-a
Demostracién:

a 0 a
a) f(dt= ¢§(t)dt + ¢f(t)dt (1)
-a -a 0
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Si sustituimos u = - t en la primera integral y, teniendo en cuenta que f es par,
resulta:

0 0

a a
oMdt =-F(- uydu= §(- u)ydu= §(u)du
-a a 0 0

Puesto que cualquier simbolo puede representar la variable de integracion, se
tiene

0 a
oMdt = g)ydt (2
-a 0
Reemplazando (2) en (1) se obtiene

a a a a
Fhdt= G)ydt +Ft)dt =2 (t)dt
0

-a 0 0
a 0 a

b) F(di= cj(t)dt +d(t) dt
-a -a

Nuevamente, sustltuyendo u = -t en la primera integral y aplicando el hecho de
gue f es impar, resulta:

0 0 a a a
oM dt =- (- uydu= §(- u)du= - f(u)du =- ¥(t) dt
-a a 0 0 0

En consecuencia,

a a a
g dt=- (O dt + f(H)dt =0

-a 0 0

c) (f. 9)(- ©) =f(-1). g(- ) =(1).(-9(1)) =- () 9(v) =- (f.9) (V)
a

En consecuencia, f. g es impar. Del inciso b) se deduce que (j(t)g(t)dt=0.m
-a

Teorema 5.31: Series de Fourier de funciones pares o impares.

Seaf:D | A® A una funcién integrable en [a, b] y periddica, de periodo
T =b - a. Entonces

a) Si f es par, la serie de Fourier de f contiene sélo cosenos, lo que se conoce
como “una serie de Fourier en cosenos”. Es decir,

a&nptd . 2
S t-—+ an Cos = siendo a, = — tcos
£(t) > al n Q b- a g n B d)

a

—dt
_a ﬂ

b) Si f es impar, la serie de Fourier de f contiene so6lo senos, lo que se conoce
como “una serie de Fourier en senos”. Es decir,

&npto . 2 <
St(t bh Sen = siendo b, = —— () sen
f(t)= ?1 Cooa "= ba O) 9
a

Lo .
4}
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Demostracion:

a) Como f es par y la funcion seno es impar, de la Proposicion 5.30 c) se

L nte . . .
deduce que la funcionf(t) sen ge?lf_)r es impar. En consecuencia, aplicando la
e a

Proposicién 5.6 y 5.30 b) se obtiene

T/2
ae?pntodt_g O f(t) sen¢

- T/2

a&2pn todt—

o‘(t) sen

b) Como f es impar y la funcién coseno es par, de la Proposicién 5.30 c) se

concluye que la funcionf(t) coséﬁﬂ_ tg es impar. En consecuencia, aplicando
e %)

nuevamente la Proposicion 5.6 y 5.30 b) resulta

b T/2
a, :ﬁ 3 co gp——dt _é O f() cos EQ —dt =0.
a 2 T2

5.6 Series de Fourier en senos y cosenos

En la préctica, suele suceder que se tenga una funcién f:[0, L]® A continua y

derivable por tramos y que se necesite expresarla como una serie de Fourier
gue contenga sélo “senos” o so6lo “cosenos”. Es decir, que

f(t):—+a an Cos{:aé2 ptg
2 n=1 b-ag
o bien
¥ .
f(t):é an Sen(?:é')nptg
n=1 eb-ag

para ciertas constantes a, b con a < b. Estas representaciones son también
conocidas como “Desarrollos de medio rango de las series de Fourier” y son
muy utilizadas en la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales, como la
ecuacion del calor y de la onda.

Para lograr estas expresiones trataremos de aplicar el Teorema de Fourier
(Teorema 5.17), pero para ello se necesita que la funcion f sea periodica.
Ademas, a fin de expresarla como serie de Fourier de solo senos, f deberia ser
impar y, si quisiéramos representarla como serie de Fourier de so6lo cosenos, f
deberia ser par. ¢Como podremos lograrlo si f no cumple estas condiciones?
En esta seccion veremos como hacerlo.

Coémo expresar una funcién como serie de Fourier en cosenos

Dada una funcion £:[0, L]® A ;ontinua y derivable por tramos, para
representarla como serie de Fourier en cosenos, trataremos de extenderla de
forma periddica y par de la siguiente manera:

Primeramente construimos la figura simétrica de la grafica de f con respecto al
eje de ordenadas a fin de obtener una funcién par en el intervalo [ L, L], para
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luego extenderla periédicamente, con periodo 2L, a lo largo del eje real. Esta
funcion, a la que llamaremos fz, es la extension periddica par de f y queda
definida como sigue:

1 f(0 si t1 o, L]
N e+ 2 L) =fe(t
fe(t) = |f(t) sit [L,0] E( ) = fe(t)
AV AV
f
| | I
1 | |
1 1 |
: -t ! ' - t
L -L L
al h)
4V
fe
| I | I
1 1 1 |
L 1 | ¥ | ¥ -t
-3L -2L L L 2L 3L c)
Figura: a) Funcion f. b) Extension par de fen [-L, L] ¢) Funcién extendida fe.
Calculemos la serie de Fourierde feen[-L, L]:
npt
St (t):—+a an Cosgég Pt —+bn (i:aé2 Pto
E 2 -ag -ag
n=1
En este caso,a=-Lyb=L. Enconsecuencia,
Si (D)= +a anCOSg pto+b Senganto a0+a ap CosQ——+b Sengenpto
: 2 n=1 ] e 2L g 2 n=1 g e L g

Por otro lado, al ser fgpar, de la Proposicion 5.30 c) resulta b,=0 " n. Ademas,
como fg (t) = f(t) parat | [0, L] de la Proposicién 5.30 a) se obtiene

b L
an = —— e osge? pr —dt 2 St cosaézp Odt = C‘)‘E(t) cos‘aelo —dt
b-a b-a 2L 1]
a -L 0
L
2 to
=— (f(t)cos &pn gdt
L 0 e a
Por lo tanto, la serie de Fourier de fg es
L
2 nt
Sy (t)——+a an CosEE = p 9 con a, == COSEE_" Oat
- 2 o L
n=1 0
Si aplicamos el Teorema de Fourier a fg resulta
fe (X7) +fe (X ) _2ao +a a, Cos éw to
2 2 e %)

n=1
fe (t) =f(t) parat1 [0, L]y fes continuaen [0, L] se tiene
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f(t) = +a ap CosQ—tQ para ti [0 L]
2 4 9

Basandonos en estas conclusiones podemos elaborar el siguiente Teorema:

Teorema 5.32: Convergencia de la serie de Fourier en cosenos.
Si f: [0, L] ® A escontinuay derivable por tramos entonces
£(t) ——+a an CosEL- pto " ti[o,L]
2 @

n=1
donde

—

2 ntg
=— g cosgep—gdt
L5 e L g

Como expresar una funcion como serie de Fourier en senos

Si la funcion :[0, L]® A es continua y derivable por tramos, para expresarla
como serie de Fourier en senos, procedemos asi:

Construimos la figura simétrica de la gréafica de f con respecto al origen a fin de
obtener una funcion impar en el intervalo [- L, L], y luego la extendemos
periodicamente, con periodo 2L, a lo largo del eje real. Esta funcion, a la que
llamaremos §, es la extension periddica impar de f y queda definida como
sigue:

1) sitl [o,L] _
E(t)—% -f(-t) B IT (-L,O) ,fE(t+2 L)—fE(t)
4 f A f
L -1 -Li ) L -t
L
al b)
4 v

l
|
T 1
3L, 2¢ . T
| |
: [ ! C)

Figura: a) Funcion f. b) Extensién impar de f en [-L, L] ¢) Funcién extendida fe.

Calculemos la serie de Fourier de feen[ - L, L]:

¥
a a&n &npto
SfE(t):70+é_ a”COSQb-F; B+bnS Qb-r;g
n=1
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En este caso, nuevamente a=- Ly b =L. Por lo tanto,

SfE(t)—7+a ap CosQ—;b Sengenft;
n=1

Por otro lado, al ser fg impar, de la Proposicion 5.30 c) resulta .= 0 " n.
Ademas, como fg (t) = f(t) parat | [0, L] de la Proposicion 5.30 a) se obtiene

b L L
2 . a&2pnto 2 a&pnto 2 sgepnto
=— t) sen ~dt =— fe(t)sen ~dt =— t) sen +dt =
o = ?() €b-ap 2L _95() €20 5 L?E() €L g
2 L epnto
= — §(t) senc——=dt
L 9() 8 L g

Por lo tanto, la serie de Fourier de fz es

-

_2
Se (1) = a b nsenf p 9 con p, == O‘(t)sen dt
g n=1 ﬂ L 0 L
Si aplicamos el Teorema de Fourier a fg resulta
fe () +fe(x) _ &

=a bp seng;—tg
2 n=l elog

fe (t) = f(t) parat | [0, L]y fees continuaen (0, L) se tiene

¥
f(ty= § by, sen geic_) para ti (0,L)

n=1 a

Basandonos en estas conclusiones podemos elaborar el siguiente Teorema:

Teorema 5.33: Convergencia de la serie de Fourier en senos.
Si f:[0, L]|® A es continuay derivable por tramos entonces
¥
fty=4 b, sen@w—po “ 11 (0,L)
g

n=l
donde

-

LI

2
=— C t)sen
Lod g

T\ Observacion

Si fe es la extension periodica impar de f, calculemos los limites laterales de fg
ent=0:
lim fg(t)= lim f(t)=f(0)

t®o”* t® 0"
lim fe(t)=- lim fg(-t).
t®0" t® 0

Efectuando el cambio de variable u = - t, y teniendo en cuenta que —t >0 si t<0,
se tiene

lim fe(t)=- lim fg(u)=- lim f(u)=- f(0)
t®0" u® 0™ u® 0"
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De aqui resulta que fg es continua en t = 0 sii f(0) = 0.
En consecuencia, si f(0) = 0, la serie de Fourier en senos converge afent=0.
De manera similar calcularemos los limites laterales de feent = L:

lim fe(t)= lim f(t)=f(L)

t®L t®L

lim fe()=- lim fg(-t)=- lim fe(-t+2L)

teL" t®L" t® L"

Efectuando el cambio de variable u = - t +2L, y teniendo en cuenta que

—t+2 L< L, se obtiene
lim fe(®)=- lim fg(u)=- lim f(u)=- f(L)
t®L* u® L u® L

Por lo tanto, fg es continuaent=Lsiif(L) =0
En consecuencia, si f(L) = 0, la serie de Fourier en senos converge afent=L.

De las observaciones anteriores se deduce que si f(0) = f(L) = 0 entonces

¥
fH =8 bnsengm—ptg "t [o,L]
(%]

n=1
Ejemplo 5.9

Seaf(t) =tpara t1 [0,1]

a) Hallar la serie de Fourier en cosenos de f.

b) Representar graficamente las 2, 5 y 10 sumas parciales de la serie de
Fourier en cosenos en [0, 1].

c) Hallar la serie de Fourier en senos de f.

d) Representar graficamente las 2, 10 y 30 sumas parciales de la serie de
Fourier en senos en [0, 1].

Resolucion:
a) En este caso, L = 1. Luego, la serie de Fourier de cosenos es

a0+a_ a, Cos(;@pto ao+a_ a, Cos(npt)
) g n=1
donde
_2 L 1 tzl
= () dt=2 dt=2 =1
=T god=24 ﬂ
0 0 0
Sin31,
L 1
_2 a&pn H"-1
an —Lo‘t)cosQ— dt—20t cos(pnt)dt— 2 2
0 0 p
Por lo tanto, la serie de Fourier de cosenos es
1.4 . (-1)"
=+3 2TCos(npt)
n=1 n-p

b) Utilizaremos el Mathematica para graficar en el intervalo [0, 1] las funciones
S2, Ss ¥ Sip que representan, respectivamente, las 2, 5y 10 sumas parciales
de la serie de Fourier:
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(D" -1
2 2

Cos[pn t]

1 8
s2ft ]==+§ 2
2 =
n=1
Plot[S2[t] ,{x,0,1}];
0.8 ¢
0.6 |

0.4

0.2}

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura: Grafica de la segunda suma parcial de la serie de Fourier en cosenos de fen [0, 1]

SS[t ]—2+ a 2 LCos[pnt]

n=1 p
Plot[S5[t] ,{x,0,1}];

0.8}
0.6

0.4}

0.2}

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura: Grafica de la quinta suma parcial de la serie de Fourier en cosenos de fen [0, 1]

10 —\n
Slo[t_]:1+é_ ZMCos[pnt]
2 2 2
n=1 n-p
Plot [ S10[ t ] ,{x,O,%}];
0.8
0.6
0.4
0.2

O.l2 0..4 0.'6 O..S 1

Figura: Grafica de la décima suma parcial de la serie de Fourier en cosenos de fen [ 0, 1]
Se observa que las graficas de las n-ésimas sumas parciales de las series de
Fourier se asemejan cada vez mas a la grafica de f conforme n aumenta. Esto
se debe a que, segun el Teorema 5.32, la serie de Fourier en cosenos
converge, en el intervalo [0,1], a la funcioén f.
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c) La serie de Fourier en senos es

¥
4 by sen(npt)
n=1
Donde
2 L 1 (_1)I’]+l
== fj(t)seng— dt-20t sen(pnt)dt =2
L 0 0 np

Por lo tanto, la serie de Fourier en senos resulta
s . (-1
a 2

n=1 np

sen(npt)

d) Nuevamente nos valemos del Mathematica para graficar las sumas parciales
de las series de Fourier:

n+l

s2ft_ ]_a o £
n=1 nop
Plot[S2[t] ,{x,0,1}];

Sin[pnt]

0.8

0.6

0.4+

0.2}

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura: Grafica de la segunda suma parcial de la serie de Fourier en senosde fen [0, 1]

( )n+1

S10 [t ]— a 2 Sln[pnt]
n=1 N

Plot[ S10[t] ,{x,0,1}];

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura Grafica de la décima suma parcial de la serie de Fourier en senos de fen [0, 1]
( )n 1
s30(t | = a 2 Sin[pnt]
n=1

Plot[S30[t] ,{x,0,1}];
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0.8 |

0.6 ¢

0.4

0.2}

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura: Grafica de la trigésima suma parcial de la serie de Fourier en senos de fen [0, 1]

Observando las gréficas, y debido a que f(0)=0 pero f(1)® 0, se puede
comprobar que la serie de Fourier en senos converge a f en el intervalo [0, 1).
Sin embargo, lo hace mas lentamente que la serie de Fourier en cosenos. &

Finalizaremos este capitulo mostrando un ejemplo de aplicacion de las series
de Fourier a ecuaciones diferenciales. EI Método que ilustraremos a
continuacion es muy 0til y sumamente conveniente en la resolucion de
ecuaciones diferenciales lineales, cuando la parte no homogénea de la
ecuacion es una funcion periodica.

Ejemplo 5.10

Considere el siguiente circuito, cuya bateria proporciona un voltaje F definido
mediante la funcién periédica F(t) =p?—t?*si—p £t £ p con F(t +2p) = F(t).

R =1 Ohm
L =1 Faraday

L

Sea i(t) la intensidad de corriente que circula por el circuito en el instante t
(medido en segundos).Se sabe que en el instante t = 0 la intensidad de
corriente es de 10 Amperes.
a) Aplique la Segunda Ley de Kirchoff para demostrar que i(t) satisface la
ecuacion diferencial

F(t) = i(t) + i"(t)

i(0)=10
b) Utilice series de Fourier para hallar la solucion i(t) de la ecuacién diferencial.

Con condicioén inicial
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c) Represente graficamente la solucién i(t) parat en el intervalo [0, 100]

Resolucion:

a) Previamente recordaremos las siguientes leyes que se aplican en el estudio
de un circuito eléctrico:

m Ley de Ohm: La diferencia de potencial o voltaje entre los extremos o nodos
de una resistencia es

Vas=Rii(t)
.—m—.
A R B

Donde
R = resistencia del dispositivo (valor constante).
i(t)= intensidad de corriente que circula por el circuito en el instante t.

m Ley de Faraday: La diferencia de potencial o voltaje entre los extremos o
nodos de un inductor es

Vag=L I ‘(t)
A L B

Donde

L = inductancia del inductor (valor constante).
i'(t)= derivada de la intensidad de corriente que circula por el circuito en el
instante t.

m Segunda Ley de Kirchoff: La suma algebraica de los voltajes en un circuito
cerrado es cero.

Cabe destacar que:

1) Cuando la corriente entra por cualquier dispositivo del circuito que no sea
una bateria, pasa de mayor voltaje (+) a menor voltaje (-).

2) En la suma algebraica que indica la Segunda Ley de Kirchoff, una elevacion
de voltaje (pasaje de “-“a “+") se considera positiva, mientras que una caida de
voltaje (pasaje de “+” a “-*) se considera negativa.

3) Si entre dos nodos de un circuito no hay dispositivos, el voltaje entre ambos
nodos se considera nulo.

Retomando ahora nuestro ejemplo, aplicaremos la Segunda Ley de Kirchoff al
circuito A B C D A. Entonces, teniendo en cuenta los signos de los voltajes,
resulta:
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-Vag—Vec—Vcp+Vpa=0 (1)
Donde

V a B = Voltaje entre los nodos A y B de la resistencia = R i(t)
V gc =0 pues entre los nodos B y C no existen dispositivos.
V ¢ p = voltaje entre los nodos C y D del inductor = L i’(t)

V pa = voltaje proporcionado por la bateria = F(t)

Reemplazando estas expresiones en (1) se obtiene

-Rit)—=0-Li'(t)+Ft)=0
Es decir,
F(t) =Ri(t) +Li'(t)

Por lo tanto, teniendo en cuenta que R =1 Ohmio, L =1 Faraday, y que en el
instante inicial la intensidad de corriente es de 10 Amperes, queda planteada la
siguiente ecuacion diferencial con condicion inicial:

F(t) = i) + i'(t) 1)
i(0) = 10

b) La ecuacion diferencial a resolver es lineal, de orden 1 y no homogénea. En
consecuencia, la solucién general de la ecuacion es de la forma:

i(t) =ih(t) +ip(t)
Donde

ih(t) = solucion de la ecuacién homogénea asociada.
ip(t) = solucién particular de la ecuacion.

B Calculo deih(t)
Resolvemos la ecuacion homogénea

0= i(t)+ i'(t)
Para ello planteamos la ecuacion caracteristica
0=1+I
Cuya solucion es obviamentel =-1. Por lo tanto, la solucién es

ih(t)= Ce ! con C=constante
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B Calculo deip(t)

Como F(t) es periodica, de periodo T=b —a=2 pcona=-pyb=p,
propondremos que ip(t) sea también periddica, de periodo 2 p. Ademas, desde
el punto de vista fisico, la intensidad de corriente es una funcion continua y
derivable por tramos. Por lo tanto, por el Corolario 5.18, podemos expresarla
como serie de Fourier, es decir,

|p(t)— > +a a CosQ pto+b Seng&nptg

=1 -ag b-ag

Como suponemos que a=-p Yy b =p resulta

¥
ip()=22 + § a, Cos(nt)+b, Sen(nt) 2)
2 n=1
Intentaremos determinar los coeficientes a, y b,. Para ello reemplazaremos la
expresion (2) en la ecuacion diferencial (1):

F® = ip) + ip'(t)
Entonces,

¥ ; ¥ )
Ft)=29 + § a, Cos(nt)+b, Sen(nt)+iga—o+ 4 a, Cos(nt)+h, Sen(nt)g
2 n=1 dt@2 n=1 8|

Ahora bien, fisicamente es aceptable suponer que ip'(t) sea derivable por

tramos, con lo cual podemos aplicar el Teorema 5.25 a fin de derivar término a
término la serie de Fourier. De esta manera,

a, ¥ éa 3

F)=—2+§ an Cos(nt)+ b, Sen (nt)+ 3 e—oﬂ+ a
u

) 162 1%[an Cos(nt)+bn Sen(nt)]
n= n=

Es decir,
dg g 5

Ft)=—+a ap Cos(nt)+ b, Sen (n t)+ a [—nan Sen(nt)+nbn Cos(n t)]
2 n=1 n=1

Agrupando los términos que tienen senos y cosenos resulta

F(t) = > +al[an +nb ]Cos(nt) [bn-nan]Sen(nt) 3

Por otro lado, si desarrollamos en serie de Fourier la funcién F y llamamos A, y
Bn a sus coeficientes de Fourier entonces

Ao . &
F(t)—7o+ a Ap Cos(nt)+B, Sen(nt) (4)
n=1
Al reemplazar (4) en (3) se obtiene
Ao . & ap , &
T+ a Ap Cos(nt)+Bn Sen(nt)=7+ a [an +nbn] Cos(nt)+[bn -nap ] Sen(nt)
n=1 n=1
Siigualamos los coeficientes de los términos semejantes se tiene
Ao = ag
Para n31
A, =a, +nb,

()

—_ ——
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Pero, por definicion,
b p p
0 -2 o) dt:i o) dt:i de-tZ) dt:ipZ (6)
b-a 2p p 3
p p
Ademas, sin 31

A, :_ d:(t)COSae?pntodt_i OF(t)Cosae?pntodt__ dp -t2)Cos (nt)dt =
_4(_1)n+1 (7)
===
n
b ) p
By =—2— F(t)Sen@EPN 10— 2 OFa)Sen&Qp”todt_JE o p?-t?)Sen (nt)dt =
b-a ; eb-ag 2pp 2p o P p
-0 8)

Reemplazando (6), (7) y (8) en el sistema (5) resulta
4 2

ang =— 9
0 3 p (9)
Sin31l
\|. 4( 1)n+1
fonm =TS o)
% b,-na,=0
Al resolver el sistema (10) se obtiene
Paran 31
|. _ 4(_1)n+1
[ ah =———-
| n< (1+n<) (11)
! n+1
| 4(-1)
i bn = 5
i n (1+n%)

Sustituyendo (9) y (11) en (2) se obtiene la siguiente solucion particular de la
ecuacion diferencial:

¥ n+1 n+1 ¥
ip(t)=gp2+é_ g&Cos(nt%&Sen(nt)g
n=1 &7 (1+n?) n (1+n?) d

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es

¥ nt1l n+1 ¥
i(t)= Ce't+gp2+é_ MCos(nt%&Sen(nt)g (12)
2 @+n?) n @1+n?) §

Sélo resta hallar el valor de la constante C.
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B CalculodeC
Como i(0) = 10, al sustituir esta ecuacion en (12) resulta

¥ n+1
10=c+2p2+ 8 20D
n=1 n? (1"‘”2)

De donde
2 s 4(-1)"1?
5r-a Lo
3 n=1 N“(1+n%)

C=10

Luego, la solucion de la ecuacion diferencial con condiciones iniciales es

é ¥ _ n+1y() (A)é ér(. n+1 _ n+1 u
i(t)= @_O_gp?—_ é %@e‘t +Ep2+a %COS(H':)*'%SGH(”O@
8 n=1 N° (L+n°)f 3 nm &7 (1+n%) n (1+n%) u

c) Graficaremos aproximadamente i(t) utilizando los 100 primeros términos de

. , . ¥ n+1 . .
la serie numérica 3 4(-1) " vy la suma parcial de orden 100 de su serie de
2 2
n=1 N (1+n%)

Fourier:
PIotééLO— %pz . lé’f %ge't +§p2 +l§_oMCos[nt]+Msin[nt]g,{t,0,l
n=1 N (1+n?)g n=1 &” (1 +n?) n (1+n<) o
10
oL
8k
7t
6L
5L
BERECRRERREINE S

Figura: Grafica aproximada de la intensidad de corriente en el intervalo [0, 100]
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CAPITULO VI

ECUACION DE LA CUERDA VIBRANTE
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6.1 Concentos Previos

En este capitulo modelaremos matematicamente las vibraciones producidas
por una cuerda tal como ocurre, por ejemplo, al estirar la cuerda de un
instrumento musical con el fin de producir sonido.

Como veremos, el proceso de modelado conduciré al planteo de una ecuacion
en derivadas parciales, llamada “la ecuaciobn de onda”. Para resolver esta
ecuacion estudiaremos el Método de Separacion de Variables, que brinda una
solucion en términos de series. Este método lo utilizé por primera vez en forma
decisiva Joseph Fourier a comienzos de 1800 para resolver, aunque sin rigor
matematico, un problema de conduccion del calor.

Previamente recordaremos los siguientes conceptos:

SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA LINEAL, DE
ORDEN 2, HOMOGENEA Y A COEFICIENTES CONSTANTES.

Dada la siguiente ecuacion diferencial:
ay+ay+a,y'=0
Para hallar la funcidén incégnitay, se procede de la siguiente manera:
B Primer paso: Se resuelve la ecuacion caracteristica
3, +ar+a,r°=0
Y se hallan las raices b, , b,
B Segundo paso:
Si b, sz sonrealesy b, ' b, entonces Y(X) =c & +c,e™
Si b, Ub, sonrealesy b, =b, entonces Y(X) =c,e”* +c,e™
Si b, Ub,son complejos, es decir, b, =a+bi,b,=a- bi entonces

y(x) =€ (c, cos(bx) +c, sen(bx))

ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES

Definicién: Una Ecuacioén diferencial en Derivadas Parciales es una ecuacion

donde intervienen una o més derivadas de una funcién u:D1 A" ® A que
sera nuestra incognita.

Nota: Sélo nos limitaremos a estudiar ecuaciones en derivadas parciales,
1A H A 1 13 ” H H . i A 2 A
cuando la funcién incégnita “U” es de dos variables, es decir, U:DI A“® A

Definicion: Orden de una ecuacién diferencial
Es la derivada de mayor orden que figura en ella.
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Ejemplo 6.1:

3
p 2Ty TV _6 Oens
™y yIxTy
Tu Tu
sen X, +—-—=cos Orden 1
2) n(x)ulxy)+o - g =os(v)
Tu . T°u
—_— —=O Orden 2
3) ™ Ty

De las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden, las que
despiertan gran interés son las lineales debido a sus mdultiples aplicaciones en
la Fisica y otras ciencias. Por esta razén haremos hincapié en ellas
introduciendo su definicion.

Definicion: Una ecuacion diferencial en derivadas parciales y de orden 2 es
lineal si es de la forma:

2
Ty Dy My Ex, )Mt F(x,y)u = G(x, Y)
x Ty

Es decir, en cada término de la ecuacién “U” o algunas de sus derivadas
aparecen so6lo una vez.

Definicidon: Una ecuacion diferencial en derivadas parciales de Orden 2 y
lineal es homogénea si G(X,y) =0

Ejemplos 6.2:
u _fu ]
1) 3—=— Homogénea
Tu Tu_ o, .- .
2) X¥y——- 2— x*+Yy?)  NoHomogénea
" oay Ty

Clasificacion de las ecuaciones en derivadas parciales
Una ecuacion diferencial en derivadas parciales lineal de orden 2 a
coeficientes constantes y homogénea de la forma
2 2 2,
u u u
Aﬂ 2+B f +Cﬂ Dﬂ—+Eﬂ—+Fu 0
X TxTy qy2 TIx Ty

con A B,C,D, E F constantes reales, se dice que es

Pagina 105




Hiperbdlica S B*- 4AC>0
Parabdlica S B*- 4AC =0
Eliptica S B*- 4AC<0

La explicacion del porqué se esta clasificacion se debe a que, para poder
resolverlas, se necesitan condiciones adecuadas (llamadas condiciones

iniciales y de frontera) segtn sea el signo de B - 4AC

Nuestro objetivo no serd mostrar métodos que permitan encontrar la solucién
general de una ecuacién en derivadas parciales lineal y de segundo orden, ya
gue esto es muy dificil de obtener y por lo general tampoco es util en las
aplicaciones.

Por lo tanto, nos concentraremos en determinar soluciones particulares. Uno de
los métodos mas utilizados es el “Método de Separacion de Variables”, que
veremos a continuacion.

METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Este método fue sistematizado por Fourier y se aplica para resolver ecuaciones
en derivadas parciales lineales y homogéneas. Consta de los siguientes pasos:

B Primer Paso

Se expresa la funcién incognita U(X,Y) como producto de una funcién de “X”
por una funcién de “ Y. Es decir,

u(x,y) =v(x)w(y)

En ese caso,
flu _ E = .
ooV gy EVORY)
Tu_ Tu_ (1
g VRO e =V NY)
Tu _
Ty = VEx).wky)

B Segundo Paso

En la Ecuacién Diferencial, se reemplazan las derivadas parciales por algunas
de las expresiones obtenidas en (l). De esta manera, la Ecuacion Diferencial
queda escrita en términos de las funciones “V” y “W” y algunas de sus
derivadas.

B Tercer Paso

En la Ecuacion Diferencial, se separa la funcién “v” y sus derivadas por un
lado, y “w” y sus derivadas por el otro. Quedardn asi dos ecuaciones
diferenciales ordinarias en las incognitas “v” y “w” respectivamente.

Para hallar “v” y “w”, se aplican algunos de los métodos para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Tu_Tu
Ejemplo 6.3: Resolver la ecuacion — =

x Ty
Solucién
Primer Paso: Expresamos la funcién incégnita como U(X,Y) =V(X)W(Y), con
V(X) , W(Y) a determinar. Por lo tanto,

W —veow(y) : M =y (x.wty)
X Ty

Sequndo Paso: Reemplazamos las igualdades obtenidas en el paso anterior en
la expresion de la ecuacion diferencial

VEX)W(Y) = V(. W)

Tercer Paso: Separamos “V” y su derivada por un lado, y “W” y su derivada
por el otro.

vEx) _ wiy)
v(x)  w(y)
V& X V& X
Ahora, observemos que ) es solo funcion de “X”, es decir &) =g(x).
v(X) V(x)
Por otro lado w&y) es solo funcion de “Y”, es decir W&y) =h(y). Por o

w(y) w(y)

tanto, g(X)=h(y). Si derivamos esta Ultima igualdad respecto de “X”, resulta
que g(X)=0P g(x)=cte=a . Entonces,

vEx) _ wy) _
v(x)  w(y)

Luego,

Ve) L wey) _

V(X) wy)
Resolvemos separadamente cada una de estas ecuaciones:
M: a b vix)=av(x) p & a.vp v _ a.dx
V(X) dx %

b c‘)dvvz@.dx b InyM=ax+chp V= e

b v=t&™ b v=x&“" b v=t"¢
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. — C
Si llamamos C; = € resulta

v(x) = c,e™”
, . y) - .
Analogamente, si resolvemos = a se obtiene
w(y)
W(y) =c,€"”

Por lo tanto,
u(x,y) = ce*c, &Y =c,c, € =k >
—

k
u(x,y) =ke**¥ m

™\ Observacion

En el ejemplo anterior hemos hallado, por el método de Separacion de
variables, “una” solucién de la Ecuacién Diferencial, pero eso no significa que
sea la “Gnica” solucién. Por ejemplo, U(X, Y)=k.(X+Yy) , kI A es también
solucién.

PRINCIPIO DE SUPERPOSICION DE SOLUCIONES

La estrategia global para resolver una ecuacion en derivadas parciales lineal y
homogénea, consiste en hallar soluciones mas generales aprovechando la
propiedad de linealidad del operador derivada. Es asi que surge el dguiente
teorema:

TEOREMA 6.1: Si U;,U,,...,U, son soluciones de una ecuaciéon en Derivadas
Parciales linealy homogénea, entonces la combinacion lineal

cU +Cu, +...+C U,

Donde las G, | = 12,...,n son constantes, también es una solucion.

Demostracion

Surge de inmediato debido a la propiedad de linealidad de la derivada parcial.®

T Observaciéon

¥
Siempre gque se tenga una sucesion {Un}nzlde soluciones de una ecuacion

lineal homogénea, se intentara obtener una solucion mas general, formada por
la suma infinita de estas soluciones, es decir,

¥
u(x, y)=a c,u,(x,y)

n=1

Pagina 108




con C,, N=1,2,... constantes.

Pero se debe verificar efectivamente que u(x, y) es solucién de la ecuacion

diferencial, pues no siempre la derivada de una serie es la serie que resulta de
derivar cada término.

6.2 Ecuacion de la Cuerda Vibrante (o Ecuacién de Onda)

En esta seccion nos detendremos a construir un modelo que describa el
movimiento de una cuerda de longitud L que esta fija en sus extremos, como
ocurre con la cuerda de una guitarra. Situaremos estos extremos sobre el eje
“x”, digamos x =0y x =L.

Supondremos que cuando la cuerda vibra en torno a su posicion de equilibrio,
ésta lo hace en un plano fijo, digamos el plano “x y”. Pero s6lo nos ocuparemos
del movimiento transversal de la cuerda, es decir, en la direccién del eje “y”". Su
movimiento longitudinal o en la direccion del eje “x” sera ignorado aqui pues es
irrelevante para nuestro analisis.

De este modo el movimiento de la cuerda quedara completamente descrito si
designamos como y(X, t) a la funcién posicion o altura del punto x de la cuerda,

en el instante t.
A

y

(X, y(x, 1)

v
x

0 X L

Figura: Posicion de un punto x de la cuerda en el instante t.

Asi, y(x, t) tendra por dominio a la region D definida por
D={(xt)/ 0ExXEL, t30}

Ademas, la intuicidn fisica nos permitird suponer que y(x, t) admite derivadas

parciales continuas hasta orden 2.

Nuestro objetivo consistira entonces en hallar la funcién posicién y(x, t).

Obviamente, y(0, t) = y(L, t) = 0 para todo t.

Como siempre, para crear un modelo mateméatico debemos simplificar el

problema a fin de realizar un analisis mas adecuado. Por lo tanto admitiremos

que:
- La cuerda es flexible, es decir, el vector de tensidon T (expresado en

Newtons) en cualquier punto de la cuerda siempre actla

tangencialmente a ella.

La cuerda es homogénea, es decir, que su densidad lineal es constante,

masa (kg)

a la que llamaremos r = _ .
longitud (m)
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Los desplazamientos son pequefios comparados con la longitud de la
cuerda. Es decir, que la deflexion g en cada punto x de la cuerda es tan

pequefa que resulta bastante exacta la aproximacion
sen (q(x)) » tg (q(x))

Latension T es tal que su magnitud | T | es la misma en todos los puntos
de la cuerda y mucho mayor que el peso de la misma (por lo tanto,
podemos despreciar esta Ultima fuerza).

No hay fuerzas externas actuando sobre la cuerda.

Ay

(X, y(x, 1))

a(¥)

1
1
1
1
1
1
1
L

X

0 X L

Figura: Angulo de deflexion g (x) de un punto x de la cuerda, en el instante t

Para hallar la funcion posicion y(x, t) aplicaremos la Segunda Ley de Newton al
trozo de cuerda comprendido en el intervalo [x, X + Dx]. Analicemos entonces

las fuerzas que acttan sobre este tramo de cuerda:
AY T

T sen( g(x + Dx)) g (x +Dx)

T sen(q(x))

Figura: Diagrama de fuerzas que actiian en un pequefio tramo de cuerda, entrex y x + D x.

Por hipétesis, la fuerza peso de la cuerda puede ser despreciada. En
consecuencia, la Unica fuerza que actla es la tension T ejercida desde los
extremos fijos de la cuerda. Por la Segunda Ley de Newton, se tiene

& R =ma(t) =m(ax(®). ay (1) (1)
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Donde

Fi(t) = fuerza que actla sobre el trozo de cuerda en el instante t, conil N.

m = masa del trozo de cuerda comprendido en el intervalo [x, x + Dx].

a(t) = aceleracion que adquiere la cuerda en el instante t.

ax(t) = aceleracion de la cuerda en la direccion del Eje x (aceleracion horizontal)
ay(t) = aceleracion de la cuerda en la direccion del Eje y (aceleracion vertical)

Al suponer gque la cuerda solo se desplaza verticalmente, nos bastara analizar
las fuerzas que actuan en la direccién del eje “y”.
Entonces, igualando las segundas componentes de la ecuacion (1) se tiene

[T| sen(q(x + Dx)) - [T| sen(q(x)) = m ay(?) (@)

Como el trozo de cuerda es pequefio, podemos suponer que la aceleracion en
cada punto de ella comprendida en ese intervalo es la misma, y es igual a la

aceleracion en el punto x, es decir, y(X,t)
Por lo tanto,
ay () =y (x,1) 2)
Por otro lado, como
m m
r= - »
longitud trozo cuerda DX

resulta
m>» r Dx 3)

Reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene
[T] (sen(a(x + Dx)) - sen(q(x)) ) » r DX y (X, t) 4)

Como por hipotesis q (X) es lo suficientemente pequefo, sen(q(x)) y tg(q(x)) son
aproximadamente iguales. Luego,

r Dxy(x, 1) » [T] (tg(a(x + Dx)) - tg(q(x)) ) (5)

Ahora bien, para cada t, la cuerda describe una curva que es precisamente la
gréafica de la funcion f(x) = y(x, t). Como g es el angulo entre la cuerda (es decir,

la gréfica de f(x)) y la horizontal, resulta
tg((a(x)) =1 (x) = yx(x,1)

tg( (@ (x +Dx) ) =" (x+ Dx) = yyx(X+Dx,1) (6)
Reemplazando (6) en (5) se obtiene
ITI (yx (Xx+Dx,1) - yx (X,0))» 1 DXy (X, 1) (7)

Si dividimos (7) por Dx resulta

Yy (X +DX,t) -y (X,1)
Dx

En (8) tomamos el limite cuando DX ® O

ryee(X,9» |T| (8)

rye(X,0» [T] yxx(X1)
Luego,

l;—l Ve, Yy x(xt) ©)
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Si llamamos C = la expresién (9) se transforma en

Yt (X, 8 = C2yyx(x) (10)

Esta ecuacion, que describe la vibracion de una cuerda, recibe el nombre de
“Ecuacion de Onda unidimensional”.

Se trata de una ecuacién en derivadas parciales lineal, de segundo orden,
homogénea e hiperbdlica. Tiene muchas soluciones, como lo ilustra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 6.4:

Si F es una funcién de una variable con derivada segunda continua, probar que
y(X, t) = F(x — C t) es una solucion de la ecuacion de onda (10).

Resolucién

Aplicaremos en forma sucesiva la Regla de la Cadena para calcular las
derivadas parciales:

yx=F‘(x-Ct).1

Yxx=F"*(x-Ct).1

De manera similar,

yt=F'(x-C1.(-C)

yit=F'*(x=C1t.(~C)(=C)=F " ‘(x-C1).C?

Por lo tanto, resulta  y¢(x,t) = c? Yy x(X1).

Nuestra intuicion relacionada con las condiciones fisicas de la situacion nos
sugiere que el movimiento de la cuerda, es decir, la solucion de la ecuaciéon de
onda, quedara univocamente determinado si fijamos las condiciones de borde

las condiciones iniciales. Veamos cémo hacerlo:
Como la cuerda esta fija en los extremos, tenemos

1y(0,t) =0
I
Ty(Lt)=0
Por otro lado, si fijamos su funcién posicion inicial:
y(x,0) = f (X) (O<x<Ll)

y su funcion velocidad inicial

Ilt3 O

¥:(%,0) = g(x)

Nos quedara planteada la siguiente “Ecuacién de Onda”

C?Y (X 1) = Yy (X t)

CONDICIONES DE : yOt)=0 {3
BORDE 1y(L,1)=0

Pagina 112




CONDICIONES 1y(x,0)=f(x) (posicion inicial)
INICIALES 1v(x0)=g(x) (velocidad inicial)

SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDA

Para resolver la Ecuacién de Onda teniendo en cuenta las condiciones iniciales
y de borde, aplicaremos el Método de Separacion de Variables. Escribimos
entonces:

y(x, t) = v(x) w(x)

Con v, w funciones a calcular. En la Teoria Acustica, que es la que nos
interesa, la funcién v(x) recibe el nombre de “onda permanente” con amplitud
modulada por w(t). Como

C™Yy = ¥ P COVEX)W(E) = V(X).Wek) P

viEx) _ wakt)
v cwe) 2"

V& X) —a U wakt) —a
v(X) C2w(t)

() (In

Calculo de (1)

v x)

v(x)

=a b vl#x)-av(x)=0

iy(0,t)=0 iv(O)w(t) =0 iv(0)=0
Como | P p

T y(Lt)=0 ’:‘V(L)W(t) =0 ’:‘V(L) =0

buscamos soluciones y(x, t) no nulas. Por lo tanto, debemos resolver la
siguiente ecuacion diferencial con condiciones iniciales:

vix)- av(x) =0
1v(0)=0
V(L) =0
Para resolver esta ecuacion, armamos la ecuacion caracteristica:
r’-a=0pb r’=a

La solucién de esta ecuacion dependera del signo de a. Por esta razon
analizaremos los casos paraa >0,a =0, a <O0.

pues

Casoa >0

La ecuacion caracteristica tiene por raices I' = ++/a
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Entonces, V(X) =C€&"*+cC€ Vax
i0)=0 {6*+G=0

| | P c=-c b
Tv(L) =L fce®t+c,e ¥t =0 2

Como
celt+ce¥t=0 b cle"EL(ezﬁL-l):O bc=06p
10—
10

v(X) =0 b y(x,t)=v(xw(t)=0
Luego, el casoa > 0 no sirve pues no conduce a una solucion no nula.

Casoa =0
La ecuacion caracteristica tiene por raices r* = 0. Luego, el “0” es raiz doble.

Entonces, V(X) = ¢ +C,X
iv(0)=0 p‘|,01=0
Comolv(l)=L = {¢ +c,L=0

P v(x)=0 P y(x,t)=0

P c=c=0PpP

Luego, el casoa = 0 tampoco sirve pues no conduce a una solucion no nula.
Casoa <0

Las soluciones de la ecuacion caracteristica son I =+i</-a .
Por lo tanto, V(X) =C; cos(\/- a x) + czsen(\/ -a x)

1v(0) =0 & =0
Como 1y ) =L %cl cos(\/- a x) + C,%en (\/- a x) =0
c,sen(~/-ax) =0P sen(v/-ax) =0

(pues si C, =0P V(X) =0P y(X,t) =0y Ia solucién nula no nos sirve).

Entonces,
sen(v-alL)=0 b (V-aL)=m, n=12.

b /- :% p v(x):czsen&rﬁxg, n=12,...

&L g

Como hay infinitas soluciones v(x),no so6lo por el valor de “n” sino por la
constante c, que es arbitraria, las llamaremos:

b

vn(x):CnsenaéExg, n=12,... (1)
&L g

Calculo de (11)

W) _. b wlEt) =ac’w(t) b wlft) =ac’w(t)=0

c*w(t)
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Para resolver esta ecuacién, armamos la ecuacidn caracteristica
2 2 .
r--ac” =0 (recordar que estamos trabajando con a < 0)

b r=zac® b r=+Jac® br=+iJ-ac b

r= aEﬂOo c b r-ﬂmc p
EL @ L
w(t)=c cosgmc tO g—t_ n=1.2,...

Nuevamente, hay infinitas soluciones w(t), a las que llamaremos

w, (t) = Dncosg—t % E sengl’;E n=12,...

(@)

Combinemos los resultados (1) y (2) para obtener la siguiente sucesion de
funciones producto:

_ _ ap  oeé aapc ou
(X 1) =v, (X).w (t) =C _sen— X=aD,cos t- +E —
KD =0 =Cmg T gicosg P B g
ap O __apc.o anp apc,o

=CDsen—x_cos—t +C sen—x_sen —tb
Co D SN G X008 T I 5 SNGT CNgT

n n

EPXO  aapcto AdPXo__ aspcto
(X t) =A, sen _cos =+B. sen -Ssenc——~- n=12,...
w(x1) = &L &L o Ly &L g

Ahora bien, estas y(X, t) verifican la ecuacion diferencial y las condiciones de
borde. Pero puede ocurrir que no verifiquen las condiciones iniciales. Por esta
razon, motivados por el Principio de Superposicién, proponemos la siguiente
solucién general:

y(x,t) = aAseng—_cosaE"nIO 9+anenaerpX('j 2o

s " &Ly &L |V

Los coeficientes A y By, se calcularan en base a las condiciones iniciales
i y(x,0)=f(x) Posicion inicial
1y.(x0)=g(x) Velocidad inicial

B Célculo de A,

Como Y(%0) = f(x) P aA sen?lo-f( X)

El miembro izquierdo es la Serie de Fourier de senos de f(x) en el ntervalo
[0, L]. Por lo tanto, por el Teorema 5.33 se tiene
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A, %Q f(x)sen?L_dx

B Calculo de B,

Si suponemos que la serie (3) puede derivarse término a término (propiedad
gue demostraremos en la proxima seccion) se obtiene:

3 &€ npc__aapxo aemcto rpc ampxo apct U
xt)=a aA,—Sengc——-=sen +B, CoS _
% (%) 218 L &L g L o L 58 L o

3 C X
Por lo tanto, como ¥;(%0) =g(x) P é B gsen?p—gz g(x)

n=1

Pero el miembro de la izquierda es la Serie de Fourier de senos de g(x) en el
intervalo [0, L]. Entonces, nuevamente por el Teorema 5.33 resulta

Bn:i‘ g(x).senaa’;ﬂgdx
C L o
pc_2 P X0O
B ——==— X).sens~——Zdx b
T QI L :

CONCLUSION
Dada la ecuacion de Onda y¢¢(x,t) = c? Y x x(X,t) con las condiciones
iy(O,t)=0
i YO0 B t30 Condiciones de Borde
T y(l—! t) - O
1Y(x0) = 1(x) y .
i _ Condiciones Iniciales
T % (x0) =9(x)

Entonces una solucioén es:

y(x,t) = aA sen —_coswIO 2+ anenaﬁtﬂgsenaE'ELCt'_(;j
8 7] 8 L o L g
con

2 L ap X
Av==Q f(x)seng—_dx
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B :i g(x) SGH%LO
pc & L

n

Solo resta probar que la serie propuesta como solucion de la ecuacion de onda
puede derivarse término a término respecto de ambas variables. Esto nos
permitira verificar, ademas, que dicha serie es efectivamente una solucion de la
ecuacion de onda. Para tal fin enunciaremos previamente los siguientes
teoremas.

TEOREMA 6.2 : Sify g son funciones gue satisfacen las condiciones
siguientes:
1) f1 C0,L]={h:[0,L] ® A / h,h’, h* son continuas en [0, L] }
2) f’”es derivable por tramos en [0, L]
3) fO)=f(L)=f'Q)=f"(L)=f"@0)=f"(L)=0
4) gl CYo,L]={h:[0,L] ® A / h, h’ son continuas en [0, L] }
5) g “ es derivable por tramos en [0, L]
6) g(0)=g(L)=0

Sean
2 L &enpxo 2 L &nNpxo
Ap=— og¥)seng——=dx , Bp =——= p(x) sen ~dx n=1,2,....
: Lod() E L g : angF() g @
Entonces

¥ ¥ ¥
a) alAnl<¥, AnlAn|<¥y &n’|A,|<¥
n=1 n=1 n=1

¥ ¥ ¥
b) &1Bn|<¥ ., &n|Bn|<¥y &n®|By|<¥
n=1 n=1 n=1

Demostracion

a) Sea fz la extension periddica impar de f, de periodo T = 2 L. Luego, por el
Teorema 5.33, f= admite representacion como Serie de Fourier en senos. Es
decir,

¥
fe(¥X) =8 A sen@wp O » xio,L]
n=1 9
Por otro lado, aplicando el Teorema 5.25, fE y fllzl pueden calcularse derivando

término a término sus correspondientes series de Fourier. En consecuencia,
¥

fe(x)=8 22 A coscf;mp 0 1)
n=1 L 9

. ¥ 2.2

fe(¥)=8 - n A sen@aﬂapxO (2)
oL é Lo

Calculemos ahora los coeficientes de Fourier de fc ;los llamaremos an y by:

Entonces, teniendo en cuenta que f,lz' es periddica, de periodo T = 2 L se tiene

T/2
0—% OfE (t)dt—?(fE(TIZ) fE( T/2))——(fE(T/2) fE( T2+T))=0

-T/2
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Siintegramos por partes, obtenemos la siguiente expresién de a,, paran 3 1.

T/2 T2

an :g Of : (t) cosg nptOdt—zgf O] cosaantO +2n_p ofe '(t) sen g IOtOdt =
T -T2 Te 2112 -T2 g
® N T2
=£9fE(T/2) cos (n p)- fz (- T/2) cos (- np)+2n|o O fe (t)senénptodt =
TG T g
e -T2 z
® T2 6 L
=2Cp4+20P Of (t)sen(a;éZ ptod:: 4”2 (‘j‘E )senaé ptodt—2np O‘E(t)senaenptodl
TR m T e 5
Luego,
an 2np O‘E(t)senaenptodt )
e L
Ahora bien, de (2) se deduce que los coeficientes de Fourier de fllzl son
2 2
L @)
L
Por lo tanto,
L 2 .2
2 Frsen BP0 = P 5 (5)
L o e L g L
Reemplazando la expresion (5) en (3) resulta
3,3
an =- n p An n 3 1 (6)
L3
De manera similar se demuestra
b,=0 ,nNn 31 (7)
Si aplicamos la Proposicion 5.9 b) a los coeficientes de Fourier de fllz, fl'zl y
fE deducidos de las expresiones (1), (4), (6) y (7) se obtiene
¥ 2 ¥ 2.2 8 ¥ o 3.3 &
5 FE NP A, 2 <y, el p2 AnT <¥ » 4 ¢ 1 2 Ap T <¥
=€ L 2 18 L @ =1 & L P’}
En consecuencia,
¥ ¥ ¥
An?A2<¥ , §ntAZ<y¥ , §n®AZ<xy (8)
n=1 n=1 n=1
Si consideramos el producto interno canénico en A™ 'y aplicamos la
Desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene
/2 /2 L2
o m o &g 19 & 0" & 16 & 9
a 1Anl=a —m? 1A P)Y2 £ G . @ A, |2 EQA —. A n’lAnlP
n=1 n= " &=t N° 5 &=t P &=L N° 5 &=l P
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. L ¥ , .
De (8), la serie numérica § n? A2 es convergente, y también lo es la serie
n=1
¥

¥ .
3 1 . Luego, §|A,| converge porque sus sumas parciales forman una

2
n= N n=1

sucesion monoétona creciente acotada superiormente.

¥
Anélogamente, é n| An |€s convergente pues
n=1
2 A2 12
m m
1 ﬂ‘le ﬂ1 0 & 10 & 0
anlAyl=a =(n*1A, "2 £ 3 5. @ nflA T £S4 ST GA ntIAP
n=1 n=1 " A NG E&m G &N 5 &=l P
¥
. 2
De manera similar se prueba que § n“ | A, |es convergente ya que
n=1
/2 /2 1/2 2
g ol 16 e 0 o 10 & 0
& n? 1A, =4 —<n AYZECE ST €A nOIA 1T £ECA =T GA n®|A,l2%
n=1 n—l %’1—1 n~ g %1:1 %] %1—1 (%] =1 %]

b) Consideremos ge la extension periédica impar de g, de periodo T = 2 L.

Luego, por el Teorema 5.33, ge puede representarse como Serie de Fourier en
senos. Es decir,

¥

ge(X) = §

n=1

Nuevamente, aplicando el Teorema 5.25, g'E puede calcularse derivando

término a término su serie de Fourier. En consecuencia,
, ¥ 2.2
gE(X) = é %Bn COS(;‘,w] pX 0 (10)
n=1 L 2

npcB

nseng i O v i [o,L] ©)
e Lo

Calculamos ahora los coeficientes de Fourier de gg; los llamaremos any bn:
De manera similar al inciso a), si se integra por partes, se demuestra que

= 2

L 5
bn = 03 (1) cosQ p +dt (11)
0
Pero de (9) se deduce que los coeficientes de Fourier de g son
2.2
NP Cp (12)
L2
Por lo tanto,
L 2 2
2 npto n“pcc
il t dt B (13)
Reemplazando la expresiéon (12) en (10) resulta
_ 3,3
bp=0P g n31 (14)
L3
De manera analoga se demuestra.
an =0 n3o (15)
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Si aplicamos la Proposicion 5.9 b) a los coeficientes de Fourier de gg, g'E y
g'E' deducidos de las ecuaciones (9), (12), (14) y (15) se obtiene
2

@&npc._ o
¢ _{?‘Bn -
'}

2
n?pc_ 0
> Bn ©
L @

Qo

¥
<¥ > é?
n=1e n=1g
En consecuencia,
f 2p2 % 4 52 % 6p2
an Bp<¥ ,» gniBy<¥ » gn Bp<¥
n=1 n=1 n=1

El resto de la demostracion sigue de aplicar la Desigualdad de Cauchy-
¥

¥ ¥
Schwarz a las expresiones § [B,|. an|Bn|y a n |Bn |- W
n=1 n=1 n=1

Recordaremos a continuacion el siguiente Teorema, referente a la derivacion
término a término de una serie de funciones.

¥
TEOREMA 6.3 : Supongamos que & hp(x)converge uniformemente hacia f
n=1

sobre A, es decir,

¥
h(x) = & hp(x) paratodo x de A

n=1
g
Sila serie Q hp(x) converge uniformemente sobre A, entonces
n=1

4
h’(x) = & hn(x) paratodo x de A
n=1

Demostracién: Ver Michael Spivak. Calculo Infinitesimal. Tomo II.
Ed. Reverté.1970.

TEOREMA 6.4 : Sean f, g funciones que satisfacen las hipotesis del Teorema

6.2. Si
X ct X ct
y(x,t):é An sengsigcos AP 2+anengﬂp —(:)sen ahp 9
n=1 el g e L g e g e L g
con
2 L &enpxo 2 - &npxo
A, =— ¥(x)sen “dx , B, =—— cp(X)sen =dx n=1,2,...
n=T gj() g s n npc gﬂ( ) g L
Entonces
a) La serie
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aAnseng p ocosampct9+Bn ng—— p gsenampctg
n=1 2 e L g e g e L g
converge uniformemente hacia y(x, t).
b) Las derivadas parciales y, (xt) , yyx(Xt) . Yi(Xt) € yii(xt)
pueden calcularse derivando término a término la serie asociada a y(x, t).
Mas especificamente,

é X cto X 0§ ct
Yy (Xt) = a —eAn sen (?igcos gﬂ P 9+Bn sen gﬁi(—?se ]
L XE éL g éL g SL o &L o
¥ g2 4 ; . ;
o 1 anpPXxo apcto A PXxXo ampctau
Yy x(X1) = a eA sen ZC0Ss ~+B, sen¢c——=sen ¢c————;
. n= 1‘|TX2 L g &L g " el g &L a
ct 0 ct
Yi (xt)—é_ ﬂeAnseng pxgcos gﬂp 9+B sen(;mﬂgsenmp e
neq Tté g e L g L g e L %

¥ ;
Yit(Xt)= a —ngn sengﬂg)cos 9— +B sen(}mpxgsen gﬂpCtg'J
n=1t" e EL g &L a
c) y(x, t) es solucién de la ecuacion de onda
Yit( 1) = ¢y x(x1)

con las condiciones de borde

1 y(0,)=0

LviL,=0 "t30
y las cond|C|ones iniciales

1 Y(x 0)=1(x)

1y 0)=g()

Demostracion:

a) Ansen?ﬂ(z) gpcet o+B seng IOX(—)sen E;mpCtj£|An|+|Bn|
e g el o L o L

Por el Teorema 6.2 la serie g |An [+|Bn|=a|An |+ a&|Bn| converge. En
n=1 n=1 n=1

consecuencia, por el Teorema de Weierstrass, la serie de funciones

pxb anpc anpxo aaflpctg

a Anseng +COS ¢ —+Bn se ng——sen C
n=1 2 e L o L g el g
converge uniformemente.
b) Consideremos la serie
¥ ‘ . .
s e anpxo ampcto apxo ampctou
a —@éA, se +€0Ss ++Bj, sen¢c——=sen 0=
oo Txg " g g g L o " éLag &L a
¥ )
n ct ct
=é An—p ?‘p 900 gﬂp OB—pCOSgp gsngﬂp 9
n=1 L e g e L g L Leg el g
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Entonces

Ap ﬂcosQL—cos (jmpCt0+B —pcos<; IDx—sen gﬂpcto £
L L g e L g L L o e L g
n n
g|la, 2P . |_p p|An|+np|Bn|
Por el Teorema 6.2 la serie numérica
anplAn|+np|B |—99an|An|+an|Bn|-
n=1 81 =1 n=1 ()
Converge. Luego, nuevamente por el Teorema de Weierstrass, la serie
¥
sen(i:a@p 0o gaﬂpc O+B sengaﬂ—IO isen gaﬂpctg;
n= 1‘H Le el g L o &L a
converge uniformemente. Por lo tanto, del Teorema 6.3 resulta
yX(xt)—a—eAnsengaﬂIO Z€0s gﬂp —+B seng @pXx (—)sengm pctal
n=1 TXé L g el g e &i

De manera similar, la serie

¥ g2 g
o ° e af p X ampc aapxXo  ampcta
a — sen ——co —+B sen isen oy
n=1 1x2 eAn 9 L o g L o 9 L o g L &

converge uniformemente pues la serie numérica

pZQan2|A |+an2|Bn|‘
8n =1 n=1 a
converge. Aplicando reiteradamente el Teorema 6.3 se obtiene
¥ iy
Yxx(x0=a zeAnsené?'E Ocos EPCLO, 5 Sengmpxose aaﬂpcti
n= 1‘ﬂx g el o s &L

Anélogamente se prueba que

an px ampcto apxo ampctal
Yi (X,t) = a eA sen ——co ++B, sen¢c——1sen e
oy Mt EL o &L g " €L g &L d
¥ 2 .. . s
é ct ct
i)=& T8, sonBPX0cos ERCL0, g oo EPXD, PO
n= 11T 2 & e a e L g e L g e L

c) Es consecuencia inmediata del inciso b). B
Finalizaremos esta seccion con un ejemplo de aplicacion de la Ecuacién de
onda.
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Ejemplo 6.5:

S
Una guitarra esta apoyada verticalmente contra la pared de un
! camion. En el instante t = 0, el camidn choca contra un muro a
la velocidad w=22.2 m/seg. La funciébn posiciébn o
| desplazamiento vertical y(x, t) en el instante t de un punto x de
0.5m una de sus cuerdas que se extiende entre x = 0 yx =05 m

responde a la“Ecuacion de Onda”:

2
12 Y _c2 1
1t2 ﬂx
(= v
1y(0,t) =0

sujeta a las condiciones de borde |
i Y( 5)=0

1y(x,0) =0
las condiciones iniciales i
y VY 0y =222
Pt
Suponga que c =1.

a) Hallar la solucion de la ecuacion.

b) Graficar la funcién solucién entrex=0m yx=0.5m yentret=0seqg.y
t=6seg..

c) Representar graficamente los desplazamientos de la cuerda en los instantes
t=05y t=1seg.

Resolucién

a) Sabemos que la solucién de la Ecuacion de onda es

X0 an anpxo anpcto
y(x,t) = a An sengi— Cos ¢ e —+an ng P sen P +
n=1 2 e L g g el o
con
L

5 ) "
Ap=— (‘)‘(x)senaenpxg X , Bp aenpxgdx n=12,..

L o L g L g

En este caso, L =0.5,c =1, f(X) =0y g(x) = 22.2. Calculemos los coeficientes
AnyBn:

0.5

L
2 &enpxo 2 3 &enpxo
Ap=— (x)sen +dx =—— (0 sen +dx=0
n ng() S 5 0.5(? 05
R 0.5
N &npxo 2 2eNpX o 222 [ ]
B, = X) Sen +dx = 22.2 sen X = 1-(-1
: npcgg() ng np0 Q 05 g ()

Por lo tanto,
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y(x,t)=a 2 3 [1 (1) ]sen 2npx)sen (2npt)
n=1 NP

b) Graficaremos aproximadamente y(x, t) considerando los 200 primeros
términos de la serie. Para ello ejecutamos los comandos:

200

yIx_.t]=a 55

n=1 N
Plot3aD[y[x,t],{x,0,05},{t,0,6}]

Se obtiene la siguiente gréfica:

222 (1 (-1)" )Sin[anx] Sin [2npt]

\\\\\\ —’-'

i

\\\“‘ \\\\ \\\ '\\ Wi
A T
\\\ WA

\\\\\\\\\ \\\((‘\

i
\\\\\\.\\\\\\

y " X K \0' i \\
|, Dl .‘2\\ }\\' ‘{Q&\\ *\\\Q:'.\\\\\\\\\\\\\\&\\ '{\\\\}}\\\‘ 0.4
B 5 2, ‘\\ \f \\v “\\3.\\,1':\,"\( \\\\‘\ 0.3

c) Parat =0.5 seq.

Plot[y[x,05],{x,0,05} ,AxesLabel->{“ x“,“ Desplazamiento vertical “ } ]
Despl azamento  vertical

6 101

4 1071°

2 10°1°

N . N N LoX
0.1 0.2Wo.3 0.4 0.5

Parat =1 seq.

Plot[y[x,1],{x,0,0.5} ,AxesLabel->{“ x*, " Desplazamiento vertical “ } ]
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Despl azam ent o
1

0.5

vertical

-0.5

Se observa que al cabo de 1 seg. la cuerda deja de vibrar.®

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
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6.3 Solucion de la Ecuacion de Onda segun D’ Alembert

D’Alembert (1717-1783) descubriéo un método simple para encontrar una
solucion de la ecuacion de onda. La idea que propuso fue factorizar el operador

T

qit2 e (5.2)

como

AN S,
&Mt Txz &1t Ixg
Luego efectué un cambio de variables
u=x-+ct, V=X-cCt

Y aplico la Regla de la Cadena:

v Wy, YWy Ty
ft fuft Wo W

Diferenciando nuevamente, obtuvo

Ty 91 aeﬂyo‘ﬂu T aelVolv

0 STt aT  WETtaTt
2Ty ﬂyocaecﬂy Cﬂzyg
& U Tulvg e W Tulvg

Czaeﬂy , Iy | Tyo
g v Vo

De manera similar,

Ty_Syfu Tyfv_1Ty fu
™ Tu 'ﬂx vIx Tu ﬂx
ﬂy:ﬂy Ty ﬂy
™ qu’ ﬂuﬂv V2

Entonces, la ecuacion (5.2) logré expresarla como

&y Ty Tyo_ &y , Ty  Ty6
e TTuv Vg4 8ﬂu Mufv IV g

0 Ccomo

Ty _

uv

Esta ecuacion puede ser integrada directamente y verificar que la
solucién general estd dada por y = F(u)+G(v) para una eleccion adecuada de
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las funciones F y G. Obviamente, es necesario que F y G sean funciones
diferenciables.
Sustituyendo nuevamente, se obtiene

yx, ) =F(x+ct)+ G(X — ct)

Esto representa una superposicion de dos ondas, una viajando a lo largo
del eje xhacia la izquierda (F(x + c t)) y la otra hacia la derecha (F(x - c t)),
cada una de ellas con una velocidad c.

Ahora bien, las condiciones frontera nos dicen que los extremos
izquierdo y derecho de la cuerda estan fijos, asi que cuando x = 0o x =L
(longitud de la cuerda) tenemos y = 0, independientemente de t.

La condicion x =0 nos da

O=F(ct)+G(-ct)
para todo t, por lo tanto
G(l)=-F (1) (5.2.1)
para cualquier valor de | . Entonces
y(x,t) =F(x+ct)-F(ct-x)

Fisicamente, esto significa que la onda viaja hacia la izquierda
golpeando el extremo de la cuerda y vuelve invertida como una onda que viaja
hacia la derecha. Este fendmeno es recibe el nombre de “Principio de
Reflexion”.

—

B N
Z

—

N/

Figura: Verificacion grafica del Principio de Reflexion en la solucion de la ecuacion de onda.

Sustituyendo por la otra condicion frontera x =L, y = 0 nos da

F(L+ct)=F(ct-1L)
para todo t. Por lo tanto
F()=F(@ +2L) (5.2.2)
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para todo valor de | . Resumimos toda la informacion anterior en el siguiente
teorema:

TEOREMA 6.5: (de D’ Alembert)

La solucion general para la ecuacion de onda

7y _ 2 TPy
—_ C —_—
e 9x?
esta dada por
yx, ) =Fx+ct)+ G(X —ct)
Con F, G funciones dos veces diferenciables.
Las soluciones que satisfacen las condiciones de borde y(0,t) =0 e y(L,t) =0
para todo valor de t, son de la forma
yx,t) =F(Xx+ct)-F(-x+ct)
donde F es una funcién dos veces diferenciable y periddica, de periodo 2 L.

El siguiente ejemplo ilustrara la forma de hallar una solucién de la ecuacion de
onda en términos de la solucion de D’Alembert.

Ejemplo 6.6:

Se tiene una cuerda de longitud L = 1 m. con sus extremos fijos y coeficiente
c®= 4. En el instante t = 0 la cuerda se aparta de su posicién de equilibrio,
adoptando la forma de la grafica de la funcién f(x) = ¥ — x>, como se indica en
la siguiente figura:

4V

-y

f(x) = x°- x3

Figura: Posicién inicial de la cuerda, en el instante t = 0.

Hallar una solucion de la ecuacion de onda segun D’Alembert.
Resolucidn:

Debemos hallar la funcién y(x, t), que representa la altura de un punto x de la
cuerda, en el instante t.
Dicha funcién satisface la ecuacién de onda
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Ty _ 2 Y
2 2
It 1x
Con condiciones de borde : y(0,9=0
T y(L,0)=0
Y condicién inicial y(x, 0) = f(x) = x° — .
Segun D’Alembert (Teorema 6.5), la solucién de esta ecuacion, que verifica
ademas las condiciones de borde es de la forma
y(x,t) =F(x+ct)-F(-x+ct)
Para cierta funcién F periédica, de periodo 2 L y dos veces diferenciable. La
funcion F debera elegirse convenientemente, de manera tal que satisfaga la
condicion inicial. Es decir,
y(x, 0) = f(x) para0< x<L
con lo cual
F(x) - F(- x) = f(x) para0<x<L
La dltima ecuaciéon nos sugiere elegir Fimpar pues de esta manera, como
F(x) =- F(- x ), tendriamos
2 F(x) =f(x)
Es decir,

1
F(x) = Ef(X) para0<x<L

En consecuencia, tomaremos F(x) = %fE (x) donde fe es la extension perioddica

impar, de periodo 2 L, de la funcion posicion inicial f(x). O sea,

fE(X):} (x) si x1 [0,L]

Lo %) sixl [-L,0] =xX-x Si0Ex £ L, fg(x+2L)="eX)

Se puede verificar, ademas, que fe es dos veces diferenciable. Por lo tanto, una
solucion de la ecuacion de onda es

1
y(X, t) = E(fE(X + Ct) - fE (- X + Ct))
Teniendo en cuenta que fe es impar, resulta

y(x, 1) = %(fE (x +ct) +fz (x - ct))

Graficaremos mediante el software Mathematica la funcion y(x, t) para distintos
valores de t (con incrementos de 0.01 seg.) comenzando en el instante t = 0
seg. hasta t = 2 seg. Escribimos entonces los siguientes comandos:

. X-b éx-by éx-au
k[x 1=Which[ ——£0, IntegerPart &~——,, True, IntegerPart 74—, 1 ;
] 5 gerPart g1 gerPart g

Pagina 129



fE[x_]=f[x-TK[x]];
yIx_,t_1= %(fE[X"'Ct]"'fE[X' ct])
For[t=0,t £2,t=t +0.01, Plot [ y[x,t],{Xx,0,L}]]

Algunas de las gréaficas obtenidas, que muestran las distintas formas que va
adoptando la cuerda a lo largo del tiempo, son las siguientes:

-0.025 0.2 0.4 0.6 0/ 1
-0.05 -0.02
-0.075 oo
-0.1
-0.125 -0.06
-0.15 -0.08
-0.175
-0.1
(a) Al tiempo t = 0 seg. (b) Al tiempo t = 0.13 seg.
0.1
0.075 0.8
0.05
0.06
0.025
. . . . 0.4
0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.025 0.02
-0.05
-0.075
(c) Al tiempo t = 0.25 seg. (d) Al tiempo t = 0.37 seg.
0.1
0.175
0.15 0.08
0. 125 0.06
0.1
0.04
0.075
0.05 0.02
0.025
0.2 0.4 0.6 0.8 1
(e) Al tiempo t = 0.5 seg. (f) Al tiempo t = 0.63 seg.
0.075
0.05
0.025
0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.025
-0.05
-0.075 30




0.02 /\ (99 Al tiempo t = 075 seg.
(h) Al tiempo t = 0.85 seg.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.02 Al observar las graficas, se pone en
-0.04 evidencia el Principio de Reflexion,
006 pues la onda viaja hacia la
- izquierda y al golpear el extremo de

la cuerda vuelve invertida hacia la
derecha. m

Segun el Teorema 6.5, la solucion propuesta por D’Alembert a la ecuacién de
una cuerda vibrante con extremos fijos es de la forma
y(x,t) =F(x+ct)-F(-x+ct)

Donde F es una funcion dos veces diferenciable y periddica, de periodo 2 L.
Sin embargo, es importante tener en cuenta la forma que adquiere la cuerda en
el instante inicial para que no haya ambigledad en la solucion. Es decir, a la
ecuacion de onda

7y _ 2 TPy

w2 C auz

Mt 1x
Con condiciones de borde

1 y(0,)=0

|

i y(L,0=0
Se le agrega la condicion inicial y(x, 0) = f(x).
De esta manera, restringiriamos aun mas la busqueda de la funcién F. El
ejemplo anterior nos sugiere tomar

H@=%%@)

donde fe es la extension periédica impar, de periodo 2 L, de la funcién posicion
inicial f(x), siempre y cuando fz sea dos veces diferenciable. Asi, una solucién
de la ecuacion de onda es
1
y(X, t) = E(fE (X + Ct) +fE (X - Ct))

Podemos resumir estas conclusiones enunciando el siguiente teorema:

TEOREMA 6.6: (solucion de D’ Alembert con condiciones iniciales y de borde)

Dada la ecuacion de onda

con condiciones de borde
1y(0,)=0
L yL,h=0 " 30
y condiciones iniciales
1 y(x 0)=1(x)

i paraO £ X £ L
T Yi(x,0)=0

Sea fg la extensién impar y periddica, de periodo 2 L, de la funcién f(x). Si fz es
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dos veces diferenciable entonces
1
y(x’ t) = E(fE (X + Ct) +fE (X - Ct))
Es una solucién de la ecuacién de onda con condiciones iniciales y de borde.

Demostracion:
Aplicando la Regla de la Cadena, se obtiene

2
M:%(fé’(xwtﬁfé(x' Ct))

11 x2
2
%:czé(fé(x+ct)+fé(x- c t))
Luego,
12 1x2

Por otro lado, teniendo en cuenta que fg es impar y periédica, de periodo 2 L:

V0,8 = Z{fe(0 +et) +1e (0~ o) = e (c) +fe(- c) = (fe(et)- Te(c)) =0

y(L, 0 = %(fE(L+ct)+fE(L- o) = 2(fe(L+ct)- fe(-L+ct) =

N[ =

:%(fE(L +ct) - fE(—L+ct+2L):%(fE(L+ct)— fe(L+ct) =0
Ademas, como fg (x) = f(x) para 0 £x £ L se tiene:
Y%, 0) = 2 ie(x+0) +he(x - 0) = 2 1 (0 +1e20) =2 (100 + () = ()

Finalmente, como

ye(x, t) = %c(f,'z(x +ct) - fo(x- ct)) resulta

i(x, 0) = ~elfe (0 f00)=0. m

Como vimos, la solucion propuesta por D’Alembert para la ecuacion de onda
con condiciones iniciales y de borde requiere que la funcion fz sea dos veces
diferenciable. Sin embargo, en numerosos fenébmenos reales la funcion f (x)
suele no satisfacer esta condicion. Estos casos ocurren a menudo con los
instrumentos musicales de cuerda: un claro ejemplo de esta situaciéon es la
llamada “cuerda punteada”, que se produce cuando un musico estira una
cuerda en forma de punta para producir el sonido musical, como se muestra en

la figura:
AV
{wiE= |
.'.‘ r.'."g\__:l __ _:"" |
P . |
| 2 |
0 a

- x



Figura: Una cuerda punteada
En este caso, la posicidn inicial de la cuerda queda expresada mediante la
funcién

siOEx£fa

mlcr

fog=i °

fL-a)

Para ciertos valores de a y b. La funcion fg, que es la extension periddica impar
de f, tiene la siguiente grafica:

4V

i
i
i
i

(L-x) siaExEL

I
L T : -
- \:/ a Wﬂ‘ 2L+a I
! |
l

Figura: Gréfica de la extension periddica impar de f.

Obviamente, fe es continua pero no es dos veces diferenciable en todo punto.
En consecuencia, ro podriamos proponer como solucion de la ecuacién de
onda a la funcion

y(x, 1) = %(fE (x +ct) +fz (x - ct))

Para resolver esta situacion utilizaremos la serie de Fourier en Senos de f(x).
Maés precisamente, por el Teorema 5.33, podemos expresar a f(x) como
¥
fx)=Q& by sen{:aerlg " xI [o,L]
n=1 2
Con

-

e nXO
p X
ﬂ

=£ ij)sen
Lo

Entonces, si tomamos
1
F(x) = Esk(x)

Donde Sy (x) es la k-ésima suma parcial de la Serie de Fourier en Senos de
f(x), es decir,
apxo

K
Sk(x) = é b, sen g——
n=1 a
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De esta manera, F es dos veces diferenciable y periédica, de periodo 2 L.
Luego, la funcién

1
y(X t) (Sk(X+Ct)+Sk(X Ct))
Es una solucion de la ecuacion de onda pues

i Toyen 2(8 (x+ct)+S (X - ct))

‘ﬂx
1 (x t)_
Su(x+ct)+S, (x- ct
. e 2{skix+e 9 +5i(x- o))
En consecuencia,
Py _2 Ty
Tt %2

Por otro lado, y(x, t) satisface las condiciones de borde:

y(0, 1) = (Sk(0+ct)+sk(o ct))-;( () +S(-ct))=

k K K
t ¢ t t

=8 b, senPC O+a by, seng- npeto_ g b, sen 2 PO ) b, sen 2 PC %o
n=1 e L g n=1 L g n=1 e L g n=1 e L g

1 k .
y(L, t) = E(SK(L+Ct)+Sk (L- C t)): é b, 56n§M0+a b, Senéﬂwg:

n=1 e L g e L g
-a b cos(np)seng pCt—+a b cos(np)sena[-e npcto
n=1 2 =1 e Q
& anpcto p cto
=a b, cos(np)senc +- a b, cos(np) senc; +=0
n=1 e ﬂ n=1 ﬂ

Sin embargo, y(x, t) “casi” verifica las condiciones iniciales pues

yi(x, t) = %C(S[((x+ct)- Sy (x - ct)) entonces Vi(X, 0) = %C(S;((X)- Sk(x)): 0
Pero, si k es suficientemente grande,

YX0) = Z(S(x +0) +Sy (x - 0)) =2 (S () + Sy() = (4 =

k
=8b, sengﬂpxg»ab seng—+—f( ).
n=1 el g o

Es decir,

y(X,O) » f(X)
Esta dltima expresidn es bastante satisfactoria a la hora de modelar el
movimiento vibratorio de una cuerda punteada y por esta razon la solucion

y(X t) 1(Sk(X+Ct)+Sk(X Ct))
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se considera aceptable para estos casos.
Resumiremos esta informacién enunciando el siguiente teorema:

TEOREMA 6.7:
Dada la ecuacion de onda
7y _ 5 TPy
e palcht
It x
con condiciones de borde
1y0,t)=0

|
LvL,H=0 "t30
y condiciones iniciales
1 y(x, 0)=1(x)
1 Yi&x 0)=0
Donde f es continua en [0, L]. Sea S, (x) la k-ésima suma parcial de la Serie
de Fourier en Senos de f(x), es decir,

paraO £ X £ L

(X) a b Sen?ig con p

n=1 2

x nXO
p X
ﬁ

|—|N

(‘j X) sen
0

Entonces la funcion
1
yx, = 5 (Sk(x +e+Sc(x- c1)

Es una solucion de la ecuacion de onda. Ademas, satisface las condiciones de
borde y verifica

&ElpO

, 0)=1(x) - b, -
Y 0) =1 a sene L g paraO £x £L

|
! n=k+1
{ yix 0)=0

Veremos a continuacion un ejemplo de aplicacion en relacion a este caso:

Ejemplo 6.7:

La cuerda de un instrumento musical tiene longitud L = 1 m. y coeficiente
c®= 74500 Newton.m/ Kg. En el instante t = 0 la velocidad de la cuerda es nula
y se encuentra en la siguiente posicién:
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0.0025
-
0
Es decir,
i 0.005 .
i: ——x Si 0EX EL/2
T09=1 6 005
%'T(L-x) siLI2EXEL

a) Hallar una solucion de la ecuacion de la cuerda vibrante utilizando la
vigésima suma parcial de la serie de Fourier en Senos de la funcién posicion
inicial.

b) Graficar en un mismo sistema de coordenadas f(x), la posicion inicial de la
cuerda, y su aproximacion mediante la vigésima suma parcial de la serie de
Fourier en Senos de f(x).

c) Representar graficamente la forma que va adquiriendo la cuerda, desde t = 0
seg. hasta t = 2 seg. y tomando intervalos de tiempo de 0.1 seg.

d) Graficar la velocidad de cada punto de la cuerda, desde t = 0 seg. hastat = 2
seg. y tomando intervalos de tiempo de 0.1 seg.

Resolucion:
a) Del Teorema 6.7 resulta que

y(x, t) = (820(x+ct)+820(x c 1))

Es una solucién de la ecuacién de onda, donde

2 < nx
Szo(x)—a b, sen%Enlo 0 — dx)sen8e|o O
=1 o L 0 Qj

b) Escribimos los siguientes comandos en Mathematica:

L=1;
= /74500 :
flx_]1= O'005x ,LI2EXEL, - O'005x+0.005];

5 all2 L b

0.005 énpxu . & 0.005 énpxu_ . =
b|n ¢ X Sin x +0.005 2sin dx 7
[—]L90 gL g™ . o L0
énpxi,

S20 [x ]_?1b[ ]Sm8 Ch

Gral=Plot[f[x],{x,0,L}];
Gra2=Plot[S20([x],{x,0,L}];
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Show [ Gral, Gra2];

Al ejecutarlos, apareceran las siguientes graficas:

0 0028 0_00z2s
f
oons 0_00z 520
0. 00Ls 0_ 0015
000l 0.o0l
0. 0005 0_0005
0.z 0.4 0_E 0.8 1 . 0.4 0.E 0.3
() (b)
0. 0025
0.002
0. 0015
0. 001
0. 0005
0.2 0.4 0.6 0.8 1
()

Figura: (a) Gréfica de f(x), la posicion inicial de la cuerda. (b) Grafica de Sy, la vigésima suma
parcial de la serie de Fourier en senos de f(x). (c) Gréaficas de fy So en un mismo sistema de
coordenadas.

Estas nos permiten corroborar que Sz(X) es una buena aproximacion de f(x).
c¢) Escribimos los comandos:

y[x_,t ]= %(820[x+Ct]+820[x— ct])
For[t=0,t £2,t=t +0.1,Plot[y[x,t],{x,0,L}]]

Las diferentes formas que va adquiriendo la cuerda a lo largo del tiempo son
las siguientes:

0. 0025 -0.001015 F
0.002
-0.00102
0. 0015
-0.001025 |
0.001
00005 0.2 0.4 0.6 U) 8
-0.001035 k
0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) Al tiempo t = 0 seg. (b) Al tiempo t = 0.1 seg.
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-0. 0004375
-0.00044 F
-0.0004425 p 0. 00185
-0.000445 p
-0. 0004475

0. 0019

0.0018

- 0. 0004525

Uo.z 0.4 0.6 0.8 U 1 000175

-0.000455 F 02 loa 061 08 1

(c) Al tiempo t = 0.2 seg. (d) Al tiempo t = 0.3 seg.

-0.00158 F 0. 000145
-0.001585 F
-0.00159 |
-0.001595 F

0. 00014
0. 000135

0. 00013

0.2 0.8 1
-0.001605 F 0. 000125
-0.00161 F

-0.001615 F

(e) Al tiempo t = 0.4 seg. (f) Al tiempo t = 0.5 seg.

0.0007675 F 0.4 0-5 0.6 0.7
0.000765 | -0. 0005

/\/\/\/\ /\\ﬁj -0.001

0.0007575 | ' '
-0. ooh
0.000755 f

0.0007525 F -0.002

0.0007625 |

(9) Al tiempo t = 0.9 seg. (h) Al tiempo t = 1 seg.

d) Para determinar la velocidad de la cuerda, derivamos respecto de t la
funcion y(x, t). Es decir, calculamos

yi(X, t) = %c (Slzo(x+ct)- Soo(x - ct))

Para ello ejecutamos los comandos:

vix_,t_1= %C(SZO'[X+CI]- S20'[x - Ct]);
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For[t=0,t £2,t=t +0.1,Plot[v[x,t],{x,0,L}]]

15 15
1.25 1%
1 1
0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 0.25
V/‘\ . . : . I ey ./‘\V /-\ /'\ nvf\v
0.2 0.4 0.6 0.8v 1 0.2 \Voas 06/ U8 1
(a) Al tiempo t = 0.1 seg. (b) Al tiempo t = 0.3 seg.
15
1.25 -0.25
1 -0.5
0.75 -0.75
05 -1
0.25 -1.25
NVa VA VAN -15
M2\/ o4 o6 \os 71
(c) Al tiempo t = 0.4 seg. (d) Al tiempo t = 0.8 seg.
15
125
-0.25
1 -0.5
0.75 075
0.5 -1
0.25 -1.25
Pam-N V-
Vo2 0.4 0.6 0sY 1

(e) Al tiempo t = 1.4 seg.

(f) Al tiempo t = 1.8 seg.

El signo de la velocidad nos revela el sentido de movimiento de cada punto de
la cuerda: velocidad positiva indica desplazamiento hacia la derecha (en el
mismo sentido que el semieje x positivo) mientras que velocidad negativa
muestra que el punto se esta desplazando hacia la izquierda (sentido contrario
al semieje x positivo). B
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La busqueda de la solucién de la Ecuacion de Onda propuesta por D’Alembert
se dificulta si la velocidad inicial de la cuerda es no nula. Por esta razén, en el
capitulo siguiente, nos concentraremos en el estudio de la Ecuacion de Onda
de los instrumentos de cuerda basandonos en la solucion en forma de serie
formulada en el Teorema 6.4.Ademas, como veremos, cada término de la serie
tendra un significado facil de interpretar, vinculado con el sobretono y timbre de
un instrumento.
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CAPITULO VI

LA ECUACION DE ONDA EN LOS INSTRUMENTOS DE CUERDA
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7.1 Introduccion

En este capitulo nos detendremos a analizar mateméticamente el sonido
producido por la cuerda de un instrumento musical.

Cuando una cuerda vibra con una frecuencia dada, las moléculas del aire
comenzaran también a hacerlo con la misma frecuencia y longitudinalmente, es
decir, en la misma direccion de propagacion de la onda mecanica provocada
por la cuerda.

(b)
Figura: (a) Ondas sonoras producidas por un instrumento de cuerda.
(b) moléculas de aire vibrando longitudinalmente.

Podemos imaginar a las moléculas vibrando como si fuesen una serie de
pequefias pesas interconectadas por resortes: al apartarlas de su posicion de
equilibrio se moveran longitudinalmente, siguiendo la misma direccion de
movimiento que el de los resortes.

———Posicitn de equilibrio ——
I | |

|
Figura: Moléculas de aire vibrando como si fuesen pesas unidas a resortes.

Las moléculas, al vibrar, producen variaciones periodicas en la presion del aire,
las cuales son percibidas por nuestros oidos. Dichas variaciones reciben el
nombre de ondas sonoras, pues son las que ocasionan que el oido escuche
un determinado sonido.

En definitiva, lo que el oido detecta son las variaciones en la presion del aire
producidas por las vibraciones de una cuerda.

El hecho de que las moléculas de aire se muevan de la misma forma y
frecuencia con que lo hace la onda propagada por la cuerda de un instrumento
musical, nos permitira relacionar la solucion de la ecuacion de onda de la
cuerda vibrante con el sonido que ésta origina. En la siguiente seccién veremos

como hacerlo.
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7.2 Laecuacion de onda en los instrumentos de cuerda

Si tomamos la cuerda de un instrumento musical y la desplazamos hasta una
determinada posicion para luego soltarla, cada punto x de la misma comenzara
a vibrar, es decir, se desplazara alternativamente hacia uno y otro lado de su
posicién de equilibrio.

Ay A

(X, y(x, 1))

» X
0 L 0 X L

v

Figura: Desplazamiento de una cuerda de un instrumento musical

Segun lo desarrollado en el Capitulo VI, el movimiento vibratorio de la cuerda
quedard completamente determinado si designamos como y(x, t) a la funcion
posicion o altura del punto x de la cuerda, en el instante t. Dicha funcién es
solucién de la ecuacién de onda

Yie(X,H) = % Y yx (X, 1)

| T | =tensién de la cuerda.
r = densidad lineal de la cuerda.

Es decir, el valor de ¢ depende de las caracteristicas de la cuerda de cada
instrumento. En una cuerda de guitarra, por ejemplo,

| T|=74.5 Newtons.

r =10 3Kg./m.

Del Teorema 6.4 sabemos, bajo ciertas hipotesis, que y(x, t) tiene la siguiente
expresion en forma de serie:

X0 ct ctoo
y(x,t)= é_ Sen(?ig gAn cos é:m P g"'Bn sen gﬂ P 9: 1)
n=1 e L (4] e I— 4] e L ﬂg
con
2 L %and 2 L &en pXO
Apn=— g(x)seng——=dx , By = ~p(x)sen =dx n=1,2,....
n L(()j() e L g n npc(()ﬁ() 8 a

donde f(x) es la posicion inicial de la cuerda y g(x) su velocidad inicial.
El n-ésimo término de la serie es
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Ct9+Bn sen prt—qg
@ e L g

Y recibe el nombre de onda permanente. Si se mide el tiempo en segundos, la
onda permanente tiene un periodo

un(x,t):sengﬁﬂg gfb\n cos éamp
el g e

P, = &seg
nc

y recupera su perfil sinusoidal inicial

un(x,0)= senc?:m Px9

. 2L
A, enelinstantet=k — seg. paratodo entero k.
nc

La frecuencia de u, es el reciproco del periodo:
1 _ncciclos

(o Hertz)

Las f, reciben el nombre de frecuencias naturales.
Los puntos de la forma x =k L /n, k =0,1,..., n son puntos en reposo o0 hodos

de la onda permanente u,.Son llamados asi pues u,(x ,ﬁ) =0 " k=0,1,..,n
n

En el siguiente ejemplo veremos el aspecto de la gréfica de algunas ondas
permanentes:

Ejemplo 7.1:

La posicion inicial de una cuerda de guitarra de longitud L = 1 m. se expresa a
través de la funcion f(x) = - 0.008 x (x-1). En el instante inicial la velocidad de la

cuerda es nula. Considerar ¢ = /74500 .

a) Hallar la expresion general de la onda permanente.

b) Representar graficamente la onda permanente correspondiente a n = 1, para
valores de tiempot=0, 1, 2y 3 seg.

c) Representar graficamente la onda permanente correspondiente a n = 5,
parat=0,1, 2y 3 seqg.

Resolucioén:

a) Como la velocidad inicial de la cuerda es g(x) = 0, resulta B, = 0 para todo n.
Luego,

t9+ B,, sen g] PCtoo_ sen(npx) A, cos (np 474500t)

un(x,t)=seng——a9k cos 3
%] e 20

Por otro lado,

2 no
=— d(x)senae PX04x =.0.32 1L N
e L o n®pd 3

2

En consecuen(:la,

e
un(x,t)=-0.32sen (npx) g 1*C ) 2 cos (np 74500 t)
n®p® 25
b) La onda permanente u; para valores de t =0, 1, 2 y 3 seg. se muestran en el
siguiente gréfico:
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u1|:}{ Ry

-0.0l

-0.ng

Figura: Grafica de la onda permanente u; para distintos valores de tiempo.
Azul: t = 0 seg. Rojo: t = 1 seg. Verde: t = 2 seg. Fucsia: t = 3 seg.

c) La onda permanente us para valores de t =0, 1, 2 y 3 seg. es la siguiente:

0.00015 |
0.0001 }
0.00005 |
/o 0/ 6 0
-0.00005 |
=TT

- 0. 00015

Figura: Gréfica de la onda permanente us para distintos valores de tiempo.
Azul: t = 0 seg. Rojo: t = 1 seg. Verde: t = 2 seg. Fucsia: t = 3 seg.

Las ondas permanentes son también llamadas n-ésimo sobretono o n-ésimo
armonico debido a su asociacién con los tonos de los instrumentos musicales.

La onda permanente

uy(x,t) =sen geﬂg ?\1 cos EEp ct 9 B, sen gep_ctgg
elL g el g e L oo

Se llamafundamental o primer arménico. Su frecuencia es
c _ 1 |[|T|

1= —=—

oL 2L\ r

Recibe el nombre de frecuencia fundamental pues es el que predomina en el

sonido que escuchamos. Observar que, al variar la longitud de la cuerda, se
obtienen diferentes frecuencias y en consecuencia, diferentes notas musicales.
Segun la féormula de la frecuencia fundamental, ésta es directamente

proporcional a /| T| e inversamente proporcional aL y a JF De modo que
podemos duplicar la frecuencia (y por lo tanto obtener un tono fundamental que
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sera una octava mas alto) ya sea sacando la mitad a la longitud L o
cuadruplicando la tension T.
Los n-ésimos armonicos (para n 3 2) estan relacionados con el timbre, que es
el conjunto de sonidos que acompafian al primer armonico. El timbre es lo que
diferencia, por ejemplo, el sonido de un violin al de una guitarra. Los n-ésimos
armonicos tienen frecuencia

ﬁlzn.li
2L

Que resultan ser multiplos de la frecuencia fundamental, y ésta es la razon por
la cual el sonido de una cuerda vibrante suena armoniosamente en lugar de
disonante.
Observar que las condiciones iniciales de la cuerda no afectan la expresion de
la frecue ncia fundamental; por el contrario, intervienen en la expresion de los
sobretonos, los cuales contribuyen al sonido producido.(Técnicamente esto es
verdad solo para pequefios desplazamientos de la cuerda, ya que si se golpea
fuertemente la tecla de un piano se podra apreciar una ligera desviacién de la
frecuencia acostumbrada de la nota).
El siguiente grafico ilustra, con los mismos datos que el Ejemplo 7.1, los
diferentes sobretonos en el instante t = 0.5 seg.

0. 0015
0.0015

0.001
0. 001

0. 0005
0. 0005

0.2 0.4 0.6 0.8
(@) (b)

Figura: (a) Gréfica de arménicos para t = 0.5 seqg. Azul: Primer arménico Rojo: Segundo
armoénico. Verde: Tercer arménico. (b) Grafica de la onda como suma de primero, segundo y
tercer armonicos.
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ANEXO

APLICACIONES DEL ANALISIS DE FOURIER EN ECUACIONES
DE ONDAS
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Introduccion

En este apartado utilizaremos todo lo anteriormente explicado para analizar el
sonido producido por el punteo de una guitarra. Tomaremos el sonido en
cuestién yobtendremos la descomposicion de sus arménicos para aislarlos y
proceder a la emulacion de cada uno de ellos.

Analisis de Fourier del Punteo de una Guitarra

Comenzaremos analizando el sonido que produce una cuerda punteada en una

. . . L Puhiéb.wav
guitarra. El sonido al que hacemos referencia es el siguiente

Para conocer la forma de la onda generada por el sonido en cuestion, podemos
usar cualquier software de ediciébn musical. Hemos elegido el software Nuendo
de Steinberg, por la calidad de los algoritmos utilizados por el programa. Una
alternativa muy buena para este paso es utilizar el software Audacity, debido a
gue es de libre uso, multiplataforma y facil de utilizar.

Si incorporamos el sonido en una pista de audio, podremos visualizar la
envolvente del sonido, que es una curva circundante que delimita
tangencialmente a las amplitudes que define un sonido a lo largo del tiempo.

Arher Edren By bede WEN Beibum Pod Tresporis Sl Doprweem Veeles ) Spuds

= Mumda Prawecic - Tn Thaki |
AL Tl T

Aqui lo que se aprecia con claridad es que el sonido presenta una primera
etapa de crecimiento casi inmediato, seguido de una atenuacion que continda
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hasta que el sonido de apaga. Esto tiene que ver con cualidades del
instrumento en si, que corresponde a la manera en que interactian las cuatro
etapas de cualquier sonido musical. En sintesis de sonido uno se efiere a
estas etapas como ADSR (Attack, Decay, Sustain, Release).

La interrelacion de estas etapas y su duracion en el tiempo definen cdmo sera
el sonido.

Nivel

- Ti
Ataque (t) Decaimiento (t) Sostenido (n) Relajacion (t) s

Los parametros de una envolvente ADSR son:

Ataque: Es el tiempo que la envolvente tarda en llegar desde el nivel cero
hasta el nivel maximo.

Si una envolvente se usa para afectar a la amplitud, entonces el ataque es el
tiempo que transcurre desde que una tecla es presionada hasta que el sonido
alcanza su nivel maximo de volumen. Estos tiempos son de unos cuantos
milisegundos, y entre mas corto sea (Como en nuestro caso), mas percusivo
sera el sonido, entre mas largo sea, mas suave sera el sonido, al estilo violines
o cellos.

Decaimiento: Es el tiempo que la envolvente tarda en descender desde su

nivel maximo hasta el nivel de sostenimiento, el cual también es definido por la
envolvente.

Sostenimiento: A diferencia de los otros parametros de una ADSR el
sostenimiento no es tiempo, sino un nivel. Es el nivel que conservara la
envolvente mientras esté activa. En la mayoria de sintetizadores esto significa
gue el sostenimiento es el nivel que la envolvente mantendra mientras la tecla
esté presionada.

Relajacion: También llamada desvanecimiento, es el tiempo que la envolvente
tarda en descender desde el nivel de sostenimiento, hasta el nivel cero.
Usualmente una envolvente pasa por su etapa de relajacion después de que la
tecla presionada es liberada.
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Si ampliamos el sonido, ya comenzaremos a notar ciertas formas que se
repiten en forma periodica. Aqui, por ejemplo, mostramos tres ampliaciones en
la visualizacion del sonido.

En esta primera ampliacion notaremos claramente las fases del sonido, y como
alternan las mismas. Se puede apreciar que hemos pasado del sonido
completo a una ampliacion en la que en la escala superior se esta trabajando
con centésimas de segundo.

Aqui ya estamos trabajando en el orden de las milésimas de sonido, y ya
comienzan a notarse claramente cuatro grupos de ondas que se repiten
periodicamente. Hemos encerrado un grupo de estas cuatro notas en un circulo
para una mejor comprension.

|

El mayor pico que se registra en cada grupo, corresponde al cuarto armoénico
de la nota ejecutada, como se vera claramente en el andlisis espectral que se
realiza a continuacion.

La imagen corresponde al espectro del sonido con el que estamos trabajando.
Vemos claramente el arménico fundamental y sus multiplos.

Mediante una extensién del programa, el efecto VST de audio DtBIkFx
(Revision 1.1), visualizaremos el espectro de frecuencias, recurso que se utiliza
de manera habitual cuando se desea representar la distribucion de las
frecuencias que intervienen en un sonido.
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En la imagen vemos el resultado de procesar nuestro sonido, y en él hemos
marcado la frecuencia principal que se distingue. Las siglas VST corresponden
a Virtual Studio Technology, y es un formato de plug-ins patentado por la casa
Steinberg que nos permite agregar efectos e instrumentos virtuales a nuestras
pistas de sonido.

Tl

En el circulo sefialado en la grafica, se lee d4:+36 300 Hz, lo cual indica la
nota (d4, un RE) y la frecuencia correspondiente (300 Hz). En las siguientes
imagenes se han sefalado las frecuencias sobresalientes en el espectro:
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16.4kHz 0.00Hz
0.00Hz 0.00Hz -in
0.00Hz 0.00Hz -in
0.00Hz 0.00Hz -in
0.00Hz 0.00Hz -in
0.00Hz 0.00Hz -in
0.00Hz 0.00Hz -in

0.00Hz 0.00Hz :

0.00Hz

-infdB

0.00Hz 0.00Hz  .nfdg  16.4KHz 0.00Hz  -infdB
0.00Hz 0.00HZ GinfdB 0.00Hz 0.00Hz -inf dB
0.00Hz 0.00Hz  -nfdB 0.00Hz 0.00Hz  -infdB
0.00Hz 0.00Hz  -nfdB 0.00Hz 0.00Hz  -nfdB
0.00Hz 0.00Hz  -nfdB 0.00Hz 0.00Hz  -nfdB
0.00Hz 0.00Hz  -infdB 0.00Hz 0.00Hz  -infdB
0.00Hz 0.00Hz  nTdB | g ppyyy 0.00Hz  -infdB

0.00Hz 0.00Hz  -infdB

A continuacion se muestra un diagrama de coémo interactdan los arménicos:
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Se puede proceder a aislar cada armonico mediante el uso de los filtros
adecuados y un ecualizador de frecuencias. En la siguiente tabla se encuentran
los sonidos aislados de cada uno de los primeros diez armonicos, sefialados
con los niumeros 1 a 10 en la imagen anterior.

Armonico Sonido Aislado
1 i
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10

p10.wav

Si visualizamos el espectro de cada uno de estos archivos, queda claro que no

esta influido por otros armonicos:

:’J 8510 Multimedia Driver Stereo In: Ins. 1 - DtBIkFxS

-

[

i (LR

Incorporamos todos estos sonidos en pistas aisladas de nuestro editor de

masica, lo cual se visualizara de la siguiente manera:
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En la imagen anterior se ha coloreado en celeste la pista original de Audio,
luego se han numerado pl a pl0, los primeros 10 armoénicos que se han
aislado. Queda muy claro que hay una gran influencia del cuarto arménico
(pista p4) en la totalidad del sonido, seguido por la frecuencia fundamental (p1).

Por ultimo se afiade una pista (Audio 12, en color verde claro) en la que se
encuentran el remanente del sonido original, una vez que le quitamos el sonido
conjunto de los armoénicos mencionados. Esta Ultima pista suena de la
siguiente manera:

A continuacién, se muestra como es el sonido conjunto de los primeros 10
armonicos.

Total.wav

Se trata de una muy buena aproximacion al sonido de la guitarra, con la
excepcion de su comienzo, que queda muy suave, debido a la ausencia del
sonido percusivo mostrado en la pista Audio 12.

Si ampliamos convenientemente la vista de los armonicos ya aislados,
descubriremos que cada uno de ellos forma ahora una sinusoidal simple!
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Cada una de estas sinusoidales tiene su propia frecuencia y amplitud, y es la
suma de todas ellas la que conforma el sonido final, que se ha dejado en la
pista superior (Punteo, en celeste) en la parte superior de la imagen.

Con mayor detalle, a continuacion se muestra la onda del sonido completo y la
del primer armoénico durante el transcurso de unas pocas centésimas de
segundo:

Con los programas adecuados, podemos recrear estas sinusoidales,
incorporando los parametros correspondientes a las frecuencias que forman
parte de las series de Fourier. Para ello es importante ingresar la frecuencia
gue nos da el analizador de espectro.

El sonido ha sido generado mediante el plugin de JAVA Fourier Synthesis,
creado por Fu-Kwun Hwang, donde ingresamos la frecuencia y la amplitud:
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Luego se grab6 con Blaze Media Pro tal como suena por la salida de audio de
la computadora:

W Blaze Media Pro =L SANUEO.. o | € DiBikFx..

2 File Haybar;k st Corversions  Options  Help
e g — — o
sl 2 [/_I )k (2 i % GConvert Audio &

g Audio Recorder ﬁ

—Input Settings — Dutput Format
Input Devices; Volume [ORRYTFAY] = MP3
;Stereo Mix (Realtek High Definition a'-\udio:_:! = i ik " 0GG Vorbis i
Input Channels for Selected Device: 3
= Base Filename:
iMaster Volume ;I 2
£ - ISOO Hz - Frecuendia 01
Input Format: = 7
i48000 Hz, Stereo, 16-bit ;! = = D estination Folder: Browse... I
Audible Threshold {1-32767): . C:\Users\Marcelo\Desktop
[aoo = sl
Silence Threshold (1-32767): Silence Length {ms):
3300 ﬁ !?UU ﬁ Start Recording Stop Recording
—MP3 Dutput Sethings———————————  —WMA Dutpuk Settings ——————————  —OiEG Yorbis Qutput Sethings
" Use Presets: * Use VBR Quality: Quality:
[Extreme 21 B NNRE |
' Use ABR: " Use CBR:
|122 = =l
[~ Enable Recording Timer

Si incorporamos estos sonidos generados por computadora en diversas pistas,
la acumulacion de los mismos ira produciendo un sonido similar al de la
guitarra, aunque no exactamente igual.

Aqui cabe la pregunta de porqué no generar el sonido completo ingresando
todas las frecuencias componentes del sonido analizado, siendo que el
programa lo permite.
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La respuesta es que no se genera un sonido similar al de la guitarra, porque en
este instrumento, cada frecuencia tiene una amplitud independiente, y lo mismo
pasa con el ataque, el decaimiento, sostenimiento y liberacion de la nota (los
parametros ADSR mencionados al comienzo).

f_http://hyperphysics.phy—astr.gsu.edu/hbase/sound/souref.html
"R. Fay, Hearing in Vertebrates. A Psychophysics Databook. Hill-Fay Associates, Winnetka, Illinois, 1988.
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