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Resumen

El presente trabajo contiene algunos resultadesenetes al reconocimiento inteligente
de imagenes digitales. Mas especificamente, apligastifica matematicamente un
algoritmo que permite recorrer el borde de un obgpie se encuentra dentro de una
imagen digital.

La disciplina indicada para el estudio matematieandagenes digitales es la Topologia

Digital, la cual fue desarrollada por Azriel Rosgdfen 1970, quien ademas planted

estrategias para el reconocimiento de formas gemltealmente pueden aparecer en una
imagen digital.

El desarrollo de este trabajo se basa en los aglmdtobtenidos por Ulrich Eckhardt,
Longin Latecki ([1] y [2]) y Azriel Rosenfeld ([3])Este ultimo autor fue quien ided, en
1979, el algoritmo que se analiza en esta obra.

A los efectos de facilitar al lector la comprensia los temas, éstos se ordenan y
exponen de la siguiente manera:

= Capitulo 1 Se refiere al concepto y propiedades de una imdiggtal.
= Capitulo 2 Se introducen las nociones basicas de la ToppDmjital.

» Capitulo 3 Contiene la parte principal del trabajo, basadalos resultados
obtenidos por Azriel Rosenfeld acerca de la TogaloBigital. Alli se
consideran los conceptos béasicos de la topologial len el plano y se los
redefine en este nuevo ambito: el de la Topologigitdd. Se demuestran
propiedades, teoremas, proposiciones y se inclgsaditos ilustrativos.

= Capitulo 4 Se enuncia un algoritmo que recorre la fronteraul objeto dentro
de una imagen digital: “el algoritmo BF4/BF8".

= Capitulo 5 Se implementa “el algoritmo BF4/BF8” en una agdidn y se
describe su cédigo fuente.

= Capitulo 6 Se elaboran conclusiones.

En la actualidad existen numerosas aplicacionesmdaasen el concepto que se presenta
en este trabajo, como por ejemplo, en el diagrmgbior imagenes, en seguridad
perimetral y automatismos. El limite de su alcaesté@ sélo en nuestra imaginacion.

Palabras claves:

Topologia Digital, vision artificial, imagenes dijies, reconocimiento de patrones,
curvas digitales, arcos digitales, Teorema de Jogkra curvas digitales, el plano
digital.
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Introduccion

¢,Donde esté la pelota?

En el CAETI (Centro de Altos Estudios en Tecnologidormatica), centro de
investigacion dependiente de la Facultad de Tegmlmformatica de la Universidad
Abierta Interamericana, existe un grupo de invesii@n en robdtica al cual pertenezco.
Dicho grupo posee la necesidad de innovacion pesntargue requiere esta disciplina.
En particular, en este Centro se encuentra y ralingrupo que participa en los
campeonatos nacionales e internacionales de fptiotobots que representa a dicha
universidad.
Basicamente, un partido de fatbol jugado con rolsetdleva a cabo de la siguiente
manera:
1. Se presentan dos equipos en la cancha, corterdsticas fisicas acotadas segun
las reglas del torneo.
2. Cada equipo de robots es manejado por un semyisbordena sus movimientos
por radio-frecuencia.
3. No existe control humano durante el juego. Ema consiste en un partido de
“programa contra programa”.
4. En el centro de la cancha y a cierta alturasggde de una camara que filma los
movimientos tanto de la pelota como de los robatfigpantes.
5. Esa filmacion se distribuye a ambos servidores pase a esa filmacion deben
actuar los programas.
6. La pelota es de color anaranjado, esféricamesdida es dato.
7. Laluminosidad es constante y es dato.

Actualmente el programa de este equipo posee urategga de juego simple, pero
efectiva.

Para el procesamiento de las imagenes provenidatete la cancha, el equipo utiliza
un algoritmo no propio. Se pretende desarrollaalgoritmo propio y se espera que sea
mas eficaz, de manera que permita asi disponer a@gorncantidad de recursos
informaticos para poder implementar en el fututcagésgias de juego mas complejas.

El presente trabajo se limita a identificar la peeloomo un elemento de la imagen con
caracteristicas propias, ubicar e informar su p@sien la cancha, pretendiendo que
esta tarea ocupe la menor cantidad de milésimasglendo posible de modo de estar a
la altura de las necesidades del juego.

Se descarta cualquier algoritmo que emplee lo gudesomina “fuerza bruta” para
identificar a la pelota. En este caso, “fuerza drabnsistiria en recorrer y traer a la
memoria de una computadora todos los pixeles denumgen digital y luego realizar
los calculos sobre la totalidad de ellos. Con est#odologia, el algoritmo se tornaria
bastante ineficiente, ya que deberia almacenaromes#l de pixeles, lo cual haria
imposible su implementacion en el juego, o bierueegia gran cantidad de recursos
informaticos.

Estrategias a utilizar para identificar a la pelota

Para localizar eficazmente la pelota se utilizalléanada “Vision artificial por
Reconocimiento de PatroneqViPR en sus siglas en inglés). Para ello, la mayoria de
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la bibliografia y trabajos de investigacion se basa el concepto matematico de la
“Topologia Digital”.

En este contexto se aplica Borema de curvas de Jordan en el plano digitglie
afirma que toda curva simple cerrada contenida mrrcanjunto conexo separa al
conjunto en dos subconjuntos: su interior 0 agujesu complemento o fondo. Este
Teorema se lo presenta previa definicion de otnast@ones topolégicas como vecinos,
vecindades, adyacencias, caminos, conectividads arcurvas. El Teorema de curvas
de Jordan nos permitira separar a un objeto d& desla imagen digital en la que se
encuentra inmerso.

Para lograr esto se tratard primeramente de idertd la curva que representa el borde
o frontera del objeto (que en nuestro caso es latg)e utilizando un algoritmo
presentado en el mismo trabajo de Rosenfeld [3]:algoritmo BF4/BF8”. Este
permitira localizar los puntos de un conjunto canéba pelota) que limitan con su
complemento y los del complemento que limitan cbooajunto, conformando asi la
frontera del mismo.

La tarea siguiente consistira en definir qué tipootljeto tiene a esa curva por borde,
analizando las propiedades geométricas del mismtasEse pueden comparar con
ciertos patrones previamente recopilados, ideafifio de este modo al objeto en
cuestion.

Los trabajos en el area de Topologia Digital redls por el Dr. Ulrich Eckhardt y
Longin Latecki, en particular el trabajo denomindd@pologias para los espacios
digitales Z y Z* [1] marcan una clara guia acerca del estado rielem esta materia.
En particular, en su resumen inicial dice:

“Mostramos que hay sélo dos topologias éry Zinco topologias en*Zuyos conjuntos
son conexos en el sentido intuitivo. Las dos tagiaken Z son bien conocidas (por
ejemplo, una la presenta D. Marcus, F Wyse eny44 segunda E. Khalimsky et al. en
[5] y encuentran aplicaciones en graficos de coradotas y vision artificial (por
ejemplo A. Rosenfeld [3], y T. Y. Kong et al [Eps de las cinco topologias dé gbn
producto de las topologias conocidas para ¥ 7. Las restantes tres también se
generan desde las dos topologias fe Z

Relevancia del tema

En la actualidad existen resultados prometedoreplisaciones basadas en el concepto
de Topologia Digital. El desarrollo de esta tecg@dguede abrir una nueva ventana en
los procesos de automatizacion. Con sélo tenercamara, podremos contar autos sin
tener sensores, podremos seguir un objeto o defaetgo sin necesidad de disponer de
sensores de humo ni de temperatura. Sera posd#eas, crear alarmas perimetrales
que diferencien personas de animales, a fin dearths en seguridad aeroportuaria,
seguridad vial, reconocimiento facial, dactilosepmiagnéstico médico por imagenes,
defensa, etc.

Como se puede ver, esta linea de trabajo tiene anpeoh desarrollar, tanto desde el
punto de vista matematico de la Topologia Digitaino también en el desarrollo
tecnoldgico del concepto ViPR y sus aplicaciones.

Acerca de nuestro problema y su correspondientegpama informatico

Las caracteristicas o patrones del objeto a bwasimples y son dato: Una pelotita

color anaranjada de cierto diametro. Es decir,aeimiagen digital se debe buscar un

objeto circular, color anaranjado, de cierta areacéntidad de pixeles segun la

definicion que es dato) que es Unico. Sin embagm podemos aplicar los métodos,

funciones y clases de este programa y los concepteste trabajo en caso de tener que
buscar otro objeto con otras caracteristicas @pes:.
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Conceptos y propiedades basicas de una imagernalli ji



Capitulo 1: Conceptos y propiedades basicas deiomegen digital

En nuestra vida cotidiana observamos innumeralntggyenes bidimensionales. Por
ejemplo, la pintura hecha por un artista, una imaggtural capturada por una camara,
un telescopio o un microscopio. Todas ellas reptaseuna variacidon continua de
sombras y tonos. Por esta razon, imagenes deigstetiben el nombre dendgenes
continuas o analdgicas

Para poder almacenar este tipo de imagenes en om@utadora es necesario
“digitalizarlas”. Este proceso consiste en divillirimagen analdgica en reticulas o
celdas a las que se les asigna un determinada €dda una de estas celdas recibe el
nombre de “pixel” (contraccion del inglés de latapeaasPicture element).

I

N

Pixel

(@) (b)

Figura 1.1: (a ) Imagen analdgica de un triangulb) (magen digitalizada del triangulo.

Un pixel es so6lo una unidad de divisién sin un t@maeal concreto. No podemos

afirmar si un pixel mide 1 cm. o 1 km. de lado. $660 una medida de division en

celdas. De este modo, podemos hablar de una inagertenga 200 x 100 pixeles (o

sea, que consta de 200 filas y 100 columnas) sierspué tamario real tiene. Lo Unico
que sabemos es que la hemos dividido en 20.00@xe8in embargo, cuando a esa
imagen le asignamos una resolucion, entonces dreab qué tamario tiene la misma y
cuanto mide cada pixel. Por ejemplo, si una imagame una resolucion de 10 pixeles
por pulgada, significa que en cada pulgada (2.54 babra 10 celdas. En este caso,
cada pixel equivaldra a un cuadrado de 0.254 crnadie Si ademas se especifica que
la imagen es de 200 x 100 pixeles, entonces paealoular su tamaro real de la
siguiente manera:

Alto: 200 x 0.254 cm. = 50.8 cm. Ancho: 100 x @2%n. = 25.4 cm.

Por otro lado, si dijéramos que una imagen tierseranolucion de 1 pixel por pulgada,
lo que sabriamos ahora es que esa celda mider®.5dkedado.

Como vemos, la resolucion de una imagen se midpberles por pulgada. Cuanto
mayor sea la resolucion, es decir, cuanto masgsxelya en cada pulgada, mas calidad
tendrd la imagen pero, desafortunadamente, ocupasaespacio en la memoria del
ordenador.



(@) (b) (c)

Figura 1.2: (a) Imagen anal6gica de un segmento elda. (b) Imagen digitalizada del segmento de
recta, de 9x9 pixeles. (c) Imagen digitalizadaskgmento de recta, de 14x14 pixeles. Obsérveska que
imagen (c) tiene mayor resolucién que la imagen (b)

Cada pixel o celda de una imagen digital se ideatimediante un par ordenado de
nameros naturales. Por ejemplo, el pixel (1, 2Jaeselda ubicada en la columna 1
(contada de izquierda a derecha) y en la fila 2itema de arriba hacia abajo) de la
imagen digital.

==

\

Pixel (1, 2)

Figura 1.3: Identificacién de los pixeles de una gea digital.

Mediante el proceso de digitalizacion se logra df@mar imagenes continuas en
imagenes facilmente manipulables y controlablestotapara nosotros como,
fundamentalmente, para el ordenador.

Podriamos afirmar entonces, que imagen digital es un conjunto finito de pixeles a
los que se les asigha un determinado colSm embargo, para analizar sus propiedades
topologicas (como por ejemplo conectividad, fromtervecindad) necesitaremos dar la
definiciobn matematica de la misma, y es la sigeient

Definicion 1.1: Imagen Digital

Una imagen digital es una funcion A ONx N - Z", con n = 1,3 6 4, que asign:i |a
cada elemento o pixel (i, JA un Unico elemento f(i, JJZ" que representa el col
asociado a dicho pixel.

=

Por ejemplo, si una imagen digital es de 4 x 3Ipsees decir, si consta de 4 filas y 3
columnas, entonces su dominio es A = {1, 2, 3x4, 3, 4}. Por otro lado el valor de
“n”, referente al espacio de llegadd, queda determinado segun el modo con que se
confecciona la imagen digital, el cual pueden ser:



m Modo Blanco y Negro:
En este caso el color asociado a cada pixel so&meser blanco o negro. Por

convencion, al color negro se le asigna el valdémi@Entras que al blanco el valor “1”.
En Blanco y Negro podemos definir a una imagentaligomo sigue:

ff AONxN- {0,3

Ejemplo 1.1

Dada la imagen digital en Blanco y Negro de 3 X<@les definida por

iD= 1 si(i,)=(1,206(2,1)06((2,3)@R,2)
(1) _{O en otro caso

Representar graficamente dicha imagen.

Resolucion:

En este caso la imagen digital es una funcion{1f2,3x{1,23 -~ { o}y
corresponde al siguiente grafico:

m Modo en Escala de Grises:

Para este modo cada pixel puede adoptar distirtasag de grises, las cuales pueden
tomar valores enteros comprendidos entre 0 y 265edfe caso, al color negro se le
asigna el valor “0” mientras que al blanco el vdg85”. Por ejemplo, un pixel de color
gris al 20 % (es decir, 20% negro y 80% blancajdeesponde el valor 204, mientras
que a uno de color gris al 50 % le correspondeleir\i28.

En Escala de Grises se define una imagen digiti siguiente manera:

ff AONxN- {0,1,2,.., 25

Ejemplo 1.2

Dada la imagen digital en Escala de Grises de pixéles definida por

f(1,1) = 128 f(2,1) = 0 f(3,1) = 204
f(1,2) = 0 f(2,2) = 255 f(3,2) = 0
f(1,3) = 204 f(2,3) =0 f(3,3) = 128

Su representacion grafica es la siguient
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m Modo RGB color:

Es el modo estandar para la representacion de maagen pantallas. Su nombre
proviene de la unién de las primeras letras deddabras inglesaRked, Green yBlue.

En este modo, cada pixel puede tomar un color gselta de la combinacién de las
distintas tonalidades de rojo, verde y azul. Da ssnera, a cada pixel se le asocia un
vector de 3 componentéR, G, B), en las que cada una de ellas puede tomar valores
enteros comprendidos entre 0 y 255. Las compon&)tésy B representan la cantidad

de rojo, verde y azul respectivamente.

En modo RGB una imagen digital queda definida geiisnte modo:

ff AONx N - {0,1,..,25bx{ 0,1,..25%{ 0,1,.,2¢

Por ejemplo, a un pixel de color rojo al 100% leresponde el vector (255,0, 0), a uno
de color verde al 100% le corresponde el vect@5@),0), mientras que a uno de color
turquesa el vector (0, 255,255). En RGB, todasdmsponentes en 0 forman el negro,
mientras que todas las componentes en 255 formalareto. Combinando los distintos
valores de rojo, verde y azul, un pixel puede amto@56 = 16.777.216 colores
diferentes.

Ejemplo 1.3

Dada la imagen digital en modo RGB color definida p

f(1,1) = (255,0,0) f(2,2) = (0,0,0) f(3,1) = 285,0)
f(2,1) = (255,255,255) f(2,3) = (0,255,255) §B= (255,255,255)

En este caso,f AONxN- {0,1,.,25bx{ 0,1,...,25%{ 0,1,..,2donde
A={(1,1), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,3) Hu representacidn grafica es:

m Modo CYMK:

Es utilizado para impresion y su nombre proviendadenion de las letras asociadas a
las palabrafyan, Yellow, Magenta y BIK. En este modo, cada pixel puede tomar un
color que resulta de la combinacion de las digtintealidades de celeste, amarillo,
fucsia y negro, las cuales pueden variar entredémes 0 y 255. Asi, a cada pixel se le
asocia un vector de 4 componentes en las que caddaiellas puede tomar valores
enteros comprendidos entre 0 y 255. La primera ooete representa la tonalidad de
celeste, la segunda de amarillo mientras que ¢t&r#ry cuarta corresponden a las del
fucsia y negro respectivamente.

En CYMK una imagen digital queda definida asi:

ff AONx N - {0,1,..,255x{ 0,1,..25%{ 0,1,..25§ ,10..,25%

En este modo, todas las componentes en 0 formaaredo, mientras que todas en 255
hacen el negro.
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El siguiente ejemplo ilustra de qué manera quedm@nada una imagen digital en la
memoria del ordenador.

Ejemplo 1.4

Considere las tres imagenes de 177 x 75 pixelesca@nadas en modo Blanco y Negro,

Escala de Grises y en modo RGB color respectivamnent
(a) (b) (c)

Figura 1.4: (a) Imagen digital en Blanco y Negro.) limagen digital en Escala de Grises. (c) Imagen
digital en modo RGB color.

—

Cada una de estas imagenes tiene una resoluclith gigeles por pulgada, con lo cual
cada pixel mide 0.2645 mm. y, de este modo, elfianda la imagen es:

Alto: 177 x 0.2645 mm. = 46.8 mm.
Ancho: 75 x 0.2645 mm. = 19.8 mm.

Tomemos ahora, de cada imagen, un cuadrado de d ¢tadal perteneciente al extremo

superior izquierdo. En este caso, en cada centirﬂminré%f: 37.8 138 pixeles,

con lo cual cada imagen de 1 cm. de lado es de3B3pixeles.
Cada una de estas porciones de imagenes es almaamal ordenador mediante una
matriz o arreglo bidimensional de 38 filas por 8&imnas.

Figura 1.5: Porciones de imagenes de 1 cm. de latlaigas de las imagenes en Blanco y Negro, en
Escala de Grises y en modo RGB color.

Para la porcion de imagen emodo Blanco y Negro la matriz almacena el valor “0”, si
el pixel correspondiente es de color negro, o &rvd”, en caso de que éste sea de
color blanco, segun se muestra en la siguienteaigu
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Figura 1.6: Porcién de imagen de 1 cm. de lado enanBlhnco y Negro, almacenada mediante una
matriz que contiene sélo unos o ceros.

En cambio, enmodo Escala de Grises la matriz almacena valores enteros
comprendidos entre “0”, si el pixel correspondieggede color negro, y “255”, en caso

de que éste sea de color blanco.

En la siguiente figura se ha resaltado en tonolgsipixeles o celdas que corresponden
al borde del objeto.

Figura 1.7: Porcion de imagen de 1 cm. de lado enariescala de Grises, almacenada mediante una
matriz que contiene valores comprendidos entr&B5;



La matriz asociada ahodo RGB colores similar a la anterior, con la diferencia de que
cada elemento de la matriz contiene un vectorasednmponentes (Rojo, Verde, Azul).
En este caso, cada componente toma valores estargsendidos entre 0 y 255.

Del ejemplo anterior podemos deducir que:

Definicion 1.2: Matriz imagen de una imagen digital

Una imagen digital de m x n pixeles es almacenad&leordenador mediante u ja
matrizA m x n. En este caso, el coeficienferépresenta el color asociado al pi el
ubicado en la fila “i” y columna “” para 1 < i< m, 1 <j < n. Segun el modo c )n
que se confeccione la imagen, dicho coeficientelgpger un nimero, unaterna ot en
una cuaterna ordenada de enteros comprendidos €nyras5.

La matrizA recibe el nombre dmatriz imageno matriz asociada a la imagen digit |

Segmentacion de imagenes digitales

En numerosas ocasiones se necesita descomponienagen digital en subconjuntos o
regiones a los efectos de que el ordenador puedéfidar a los objetos que componen
dicha imagen. Esto se puede lograr mediante elepoode “segmentacion”, cuya
definicion es la siguiente:

Definicion 1.3: Segmentacion de una imagen digital

La segmentacion de una imagen digital S es el gcgie consiste en descompt
dicha imagen en subconjuntos o regiones disjuntesaddos. En este caso, la ima jen
segmentada S se compone de una coleccion de subtmmno vacios:SS, ..., $ de
forma tal que :

Ser_nJ Scon§ N S=0 si#

Un caso especial e importante de segmentaciéneocuando m = 2, es decir,
S=SU S con$ SE

De este modo, S se descompone en un conjuntaS complemento. Esta situacion se
aplica, por ejemplo, cuando de una imagen se desparar el objeto principal
(representado por el conjuntq)Sle su complemento o fondo (representado por el
conjunto 9)

Uno de los métodos que se utilizan para segmemarimagen es el “Método de
Umbralizacion”, que consiste en reasignar a caxial gie una imagen digital, un nuevo
valor segun supere o no cierto umbral. Explicareeidancionamiento de este método
mediante el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.5

Dada la siguiente imagen de 38 x 38 pixeles enl&deaGrises:

a) Aplicar el Método de Umbralizacion para sepaearobjeto (porcion de

paralelepipedo rectangular) del fondo.
b) Aplicar al objeto el Método de Umbralizacionia dle separar el objeto de sus

bordes.

Resolucion

a) Aqui debemos decidir si un pixel pertenece getobo a su complemento. Si
observamos la matriz imagen en Escala de Grisesajoaiestra a continuacion:

Figura 1.8: Imagen almacenada mediante una matri cpntiene valores comprendidos entre 0 y 255.
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Podemos comprobar que la mayoria de los pixelesg@pertenecen al objeto tienen un
valor superior a 200. Por lo tanto, tomaremos &rva00 como umbral que permita
descomponer la imagen en dos partes: el objetacgmplemento.

Mediante un programa informatico, se asigna el rvdle color blanco (255) a los

pixeles cuyo valor superen 200. De este modo, st mueva matriz imagen, los
pixeles que contengan el valor 255 pertenecerdandb, mientras que los restantes
perteneceran al objeto en si.

La siguiente figura muestra la nueva matriz, queesponde a la imagen segmentada:

Figura 1.9: Matriz asociada a la imagen segmentautdenida al separar el objeto de su fondo.

b) Luego de separar al objeto del fondo de la image puede lograr la separacion del
objeto de sus bordes. Observando la matriz imaggmentada del apartado anterior, se
puede comprobar que los pixeles que perteneceorde lwel objeto tienen un valor
inferior a 100. Entonces, podemos tomar al val@ ddmo umbral que permita separar
al objeto de su borde. Luego, se asigna el valocaler blanco (255) a los pixeles que
no pertenecen al borde del objeto, es decir, allaguriyo valor superen 100.

La matriz resultante de la nueva imagen segmes@dauestra a continuacion.
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Figura 1.10: Matriz asociada a la imagen nuevamesgigmentada, obtenida al separar el objeto de su
borde.

De este modo, los pixeles que tienen valor 25%pecen al fondo o al interior del
objeto, mientras que los restantes pertenecentmldgs del objeto.

En el siguiente capitulo introduciremos las noctohésicas de Topologia Digitdhs
cuales seran necesarias para dotar a una imagtai deguna estructura que permita su
estudio a través de conceptos topoldgicos comddranconectividad, adyacencia o
vecindad.

17



Capitulo 2

Nociones de Topologia Digital
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Capitulo 2: Nociones de Topologia Digital

El procesamiento digital de imagenes [9] es unaiflina de rapido crecimiento con
multiples aplicaciones en negocios (lectura de mh@rios), industrias (ensamblado
automatico y control), medicina (radiologia, henw@ié), ciencias naturales como
meteorologia, geologia y muchos campos mas [10].

Consiste en analizar una imagen digital utilizaddoMateméatica y la Tecnologia
Informética: dada una imagen, se trata de ideatiflos objetos que la componen,
estudiar sus propiedades y relaciones existenties etios. Por ejemplo, una pagina
impresa consta de caracteres sobre un fondo; uneh@aale sangre en un microscopio
se compone de células de sangre sobre un fondglace de térax muestra el corazon,
pulmones, costillas; una imagen satelital de lar&iesta constituida por distintas
tonalidades que representan diversas regionedastedtp.

Para identificar los objetos que forman una imagennecesario descomponer a la
misma en regiones o0 subconjuntos, separandoldemidd. Como vimos en el capitulo
anterior, este proceso recibe el nombre de “segmo@m’ y uno de los métodos que se
aplican para lograrlo es el “Método de Umbralizatié

Una vez que la imagen ha sido segmentada en suintosj el paso siguiente consiste
en establecer propiedades y relaciones entre eSliggsnas propiedades geométricas
pueden obtenerse facilmente. Por ejemplo, si lgémaligital segmentada es en Escala
de Grises y cada subconjunto tiene una tonalidagridediferente, el area aproximada
de un subconjunto se calcula sumando las areassdpixeles que componen dicho
subconjunto.

h

Fondo

@) (b)

Figura 2.1: (a) Imagen analdgica que contiene urc@io y un triangulo. (b) Imagen digitalizada y
segmentada, en Escala de Grises .Esta ha sido desestapen 3 subconjuntos: circulo, triangulo y
fondo. Observar que el circulo consta de 21 pixelentras que el triangulo esta formado por 6 mEzel
En este caso, las areas aproximadas de cada olgetalsulan asi:

Para el circulo: 21 @ Para el triangulo: 6 & donde d = longitud del lado de un pixel.

Sin embargo, otras propiedades son netamente tnpaf) y por esta razon se necesitan
ciertos conceptos como “vecindad”, “adyacenciaptitera” o “conectividad”.

Las propiedades topoldgicas de un subconjunto deimagen digital son utiles por
varias razones ya que, una vez que el subconjuataéntificado, suele suceder que se
necesite segmentarlo en regiones conexas. Porlejesnfa imagen digitalizada de una
pagina impresa ha sido segmentada en dos subaosijtexkto y fondo, en ocasiones se
necesita identificar cada caracter que componexéb.t Esto se logra segmentando el
texto en subconjuntos formados por sus componentesxas.



Fondo \

HOLA

(@) (b)

Figura 2.2: (a) Imagen analdgica de una pagina ingare(b) Imagen digitalizada y segmentada, en
Escala Blanco y Negro. Esta ha sido descompuesta @ibénjuntos: texto y fondo. Segmentando el
texto en sus componentes conexas, podremos idanéfcada una de las letras.

Puede ocurrir también que se precise recorrer datdra de esos subconjuntos o
regiones, ya que esto proporciona una codificactdnpacta de la forma de la regién. O
bien, puede que se necesite "reducir" las regi@néssqueletos”, sin cambiar sus
propiedades de conectividad, ya que esto tambigtupe representaciones compactas
dentro del ordenador.

Existen numerosos algoritmos que permiten segmeuatarsubconjunto en sus
componentes conexas, recorrer su frontera o réducir

Sin embargo, para verificar que estos algoritmosiitnen correctamente, es necesario
analizar algunas propiedades topologicas del syintian Este es el motivo por el cual
surge la Topologia Digital, definicion que damaatinuacion:

Definicion 2.1: Topologia Digital

La Topologia Digital es la disciplina de la Matencat creada para estudiar | |s
propiedades topolédgicas de una imagen digital.

El plano digital y su topologia

Cuando se estudia topolégicamente una imagen kligiase precisa saber cual es el
color asociado a cada pixel. Por esta razén ideatéfmos a una imagen digital, que es
una funciérf: AONx N - Z", con su dominio A.

De este modo, la imagen digital sera visualizagaccan subconjunto finito d& x N

0 mejor aun, d& x Z. A este ultimo conjunto lo llamaremos “el plano digital”.

Definicion 2.2: El plano digital

El plano digital Z* es el conjunto formado por los pares ordenados dmaro:
enteros. Es decir,

Z® ={(m,n):m,n0 Z}
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b+t ++ ++++ =+t
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L4+++i+++++++++-
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Pixel (4,3) v Y

(a) (b) (c)

Figura 2.3: (a) Imagen analégica de un triangulo.) (lmagen digitalizada del triangulo. (c)
Representacion de la imagen digital en el planotdigi

Asi, a una imagen digital la consideraremos inmersal plano digitalZ® y, para

estudiar sus propiedades topoldgicas, deberemas a@@f de una topologia. Antes de
continuar, introduciremos las siguientes notaciones

Notaciones basicas

m SiP=(np), Q= (00 0Z* ladistancia euclidea entre Py Q es

d(P, Q) ={(p,~ &} + (p,~ &,

m SiP=(p,p) OR? y £€> 0, el disco de centro P y radies
B(P,g) ={X=(x,y) OR?: d( P, X) <¢}

m Si A es un subconjunto d&* entonces

A = complemento de A
Int(A) = interior de A.

Fr(A) = frontera de A.

Estamos “tentados” en asignarZa la topologia relativa a la usual d&*. Pero la

siguiente proposicion nos muestra que esta topplogyiece de interés, como veremos a
continuacion.
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Proposicion 2.1

SeaTRz la topologia usual d&® y TZZ la topologia relativa d&” . Entonces
a)T,,» es la topologia discreta d&, es decirl > ={A:A 0 7>}
b) Si A 0Z? entonces Fr(A) £ .

Demostracion

a) Sea F1Z* y0<¢e<. Entonces {P }= B(Ps) N Z* . Luego, todo punto del plano
digital es abierto efZ? , con lo cual cualquier subconjuntoAZ?* es también abierto,

pues A = PLDJA {B.

b) Del inciso a) sabemos que todo subconjuntédess abierto erz® .
Luego, si ADZ? setiene InfA)=A, Int(K ): A , de donde resulta

Fr(A) = Tnt(A) N Int(A)=A N A=A NA=0.a

Como podemos comprobar, no es conveniente asigiar la topologia relativa, pues
resultaria imposible identificar y recorrer la frer@ de un conjunto ya que ésta es
siempre vacia. Para solucionar esto, D. Marcus Wyse [4] introdujeron una nueva
topologia, llamada |dopologia de Marcus-Wysejue es la que utilizaremos en este
trabajo. Para definirla, necesitaremos previamiestsiguientes conceptos:

Definicién 2.3: Vecinos 4N y 8N de un punto.

Dado un punto P = (x, y)JZ* entonces

a) Los vecinos 4N de Pson (X, )& y) y (X, & 1).

b) Los vecinos 8N de P son (X, y)x @& y), (X, ¥ 1) ,(x+1, y+1) y (x-1, ¢ 1).

c) Si @17 diremos que @s adyacente 4N (u 8N) af? P es vecino 4N (u 8N) de ( ).

o o 0o o 0 oo o 0 0
eI RN BN eI O ® & 8 O
o-@P-o D.@P.C}
o0 8 o0 O & & 8 O
oo OO O oo 0O 0

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Vecinos 4N de P. (b) Vecinos 8N de P.
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Facilmente se comprueba que la relac¢gmvecino de”es reflexiva, simétrica pero no
es transitiva.

El conjunto de puntos que son vecinos 4N y 8N deunto POZ? recibe el nombre
de “vecindad 4N” y “vecindad 8N” respectivamentedRamos definir este concepto en
términos de la distancia euclidea, como sigue:

Definicion 2.4: Vecindad 4N y 8N de un punto.
Dado un punto P = (x, y)Z* entonces
a) La vecindad 4N de P ¢ 0Z* :d(P,Q)<1}.

b) La vecindad 8N de P ¢Q 0Z? : d(P,Q)< /2 }.

Observemos que en la topologia @& relativa a la usual del plantanto el punto P
como el conjunto formado por sus vecinos 4N, sandbiertos mas pequefios que
contienen a P.

Yol Py
o b
o

© oy
{}H!F‘ﬁ

-

Figura 2.5: Los abiertos méas pequefios que contieneren la topologia relativa dezZ?.

Quizas este hecho haya inspirado a D. Marcus y yseVd definir una topologia para
Z?en términos de una base que contenga a esos amjitha base es la siguiente:

Definicién 2.5: Base para una topologia eA®
Sea P = (x, y))Z* y U(P) el conjunto definido por

{ P} si x +y es impar

U(P) =
(P) {{Q:Qesvecino4N ddP si x+yes par

El conjuntoB = { U(P) : Pd ZZ} recibe el nombre de_Base para una topologiZde

Ahora bien, debemos probar gBees efectivamente una base, y para ello hay que

verificar las siguientes condiciones:
1.0 (x,y) OZ* OWL B: (X, y) OW.

2. Si (x, yY)OW1 W, con W, W, OB =0OW30OB:(X,y) OWs OW; NW>.

La siguiente proposicion lo demuestra:



Proposicién 2.2

El conjuntoB es una base para una topologi&Zde

Demostracion

1. Sea P = (x, y)JZ? entonces tomamos W = U(P).
De este modo, WJ B [ (x, y) OW.

2.Sean W W, OB I (X, y) DWlﬂ Wo.

Para evitar casos triviales, supondremos qug Wh.
Entonces W= U(P1) y Wo= U(P2) con R= (X1,y1) # Po= (X2,¥2).
Se presentan los siguientes casos:

a) Six+y: 0 X+ Yy, son impares, entonces
W= {P1}, W= {P2}. Luego Wi(1W, =00, con lo cual no hay nada que probar.

b) Six + yiesimparll x;+ y, es par, entonces

Wi={P1}, Wo={P2, (ot 1, ¥5), (%, Y2 1)}

b.1) Si B es vecino 4N de;Rentonces W W, = {P3}; tomando W= W1\ W, = {P1}
se verifica que (X, y) =P W3 OW; (W5

b.2) Si B no es vecino 4N de;Rentonces W1 W, =, con lo cual no hay nada que
demostrar.

c) Six+y: U X+ Yy, son pares, entonces

En este caso ,PW; pues si estuviera en dicho conjuntgz £ (xx1, y1) O
P, = (x1, ya£ 1) lo cual es absurdo pues la suma de las compEndatRes par.

De manera similar se prueba quél®/,. Por lo tanto,

WiNW, O{(x1x1, y1), (X1, Yax1), (x1, y), (X, y2x1)}. Los puntos de este
conjunto verifican que la suma de sus componest@agar.

Luego, si (X, y)OW:11W,, tomamos W = {(x, y)}, de donde se obtiene que
(X, y) OWs OW; MW, . m

Ahora si estamos en condiciones de presentBopalogia de Marcus-WysparaZ?.
La llamaremos 4 topologia digital deZ? y es la siguiente:

Definicién 2.6: La topologia digitall de Z?

La topologia digitall de Z* es la topologia generada por la base

B={ UP): PO 77}

De este modo, los miembrosTtse escriben como unién de elementoB.de
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Observacion:
Cabe preguntarnos porqué los elementos de laByadecir, los conjuntos U(P) con

PO Z*> se definen de manera distinta, segin sea par @rirg suma de las
componentes del punto P. ¢No podriamos definirR) tigmo el conjunto formado por
el punto P o bien como la vecindad 4N de P? Sid@&ramos de este modo, esto no
resultaria conveniente pues:

Si U(P) = {P} OPO Z?entonces cualquier puntdPZ*es abierto.

Por otro lado, si U(P) = { Q : Q es vecino 4N de[PPO Z* entonces cualquier punto
P= (x, y) O Z’es también es abierto pues {P}= U(P)U(P) NU(P,) donde

P, = (X+11 y) , B= (X']-! y)

En ambos casos la topologia digilakeria la topologia discreta que, como vimos,
carece de interés.

En los siguientes ejemplos se mostraran algunogimtois abiertos de la topologia
digital y, ademas, se ilustrard como calcular &rior y la frontera de los mismos.

Ejemplo 2.1

El conjunto S = { (0,1), (1,0), (1,1), (4, 2) ,,12, (2,3) } es abierto en la topologia

digital T pues S = U(1,1)U U(2,3). Su representacion en el plano digital a&s |

siguiente:
9 LY

ir =

2+ &

1% & &

S S
1 2 3 4 5 § 7

En cambio, el conjunto T que se muestra a contiGonawo es abierto pues no existe
B B de modo tal que (3,1)) B OT, ya que el Unico elemento de la basgue

contiene a (3,1) es U(3,1).
Y

»
-5 8 ®
™
&

Ejemplo 2.2

Dado el conjunto S ={ (4,1), (3,2), (5,2) ,(4,3) }

a) Probar que S es abierto en la topola@gia



b) ¢ Qué imagen digital de 4 x 6 pixeles represantanjunto S?

Resolucion

a) S es abierto pues S = U (4[1)U(3,2) UU(5,2) UU(4,3). Su representacién en el

plano digital es

3 L
2— . .
Tr .

b) La imagen digital de 4 x 6 pixeles que represehtonjunto S es
1 2 3 4 56

e k=

Al identificar una imagen digital con su dominia Bs posible determinar cudl es el

color asociado a cada pixel.

Ejemplo 2.3

Sea S la imagen digitalizada que muestra la figura:

1 2 3 4 5 6

/S

O e L R =

a) Representar S en el plano digital.
b) Hallar Int(S).
c) Calcular Fr(S).

Resolucién:

a) En este caso, S ={(2,2), (3,2), (4,2), (2,3)4), (3,4), (4,4)} y su representacion en

el plano digital es:
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b) Observamos que (3,2)Int(S) porque existe B = U(3,2) B tal que (2,31 B OS.
Por otro lado, el punto (4,2)Int(S) pues no existe(BB de modo tal que (4,2)
[0 B IS, ya que el Gnico elemento de la bBspie contiene a (4,2) es U(4,2).
Haciendo un analisis similar para los demas pusiécS resulta:

Int(S) ={(3.,2), (2,3), (3,3), (4,3), (3,4), (4.4p.4), (4,5)}

c) Recordemos que Fr(S)Iat(S) N Int(g.
En el inciso anterior probamos que (3/2nt(S), con lo cual (3, 2)1Fr(S) .
Por otro lado, (4,2) Int(S). Pero ademas (4,2) Int (3) porque U(4,2) tampoco esta

contenido enS. Por lo tanto (4,2)] Fr(S). Un razonamiento similar para los demas
puntos de S y sus vecinos 4N nos conduce a comglair

Fr(S) ={(4, 2), (5,3), (2, 4), (3,5), (4, 1), @, (6, 4), (5,5)}

Observacion

Si dibujaramos la imagen digital asociada a Fr¢$)egemplo anterior, obtendriamos el
gréfico de la Figura 2. 6 a):

1 2 3 4 5 &6 1 2 3 4 5 6

=R I A
=R

a) b)
Figura 2.6: a) Frontera topologica del conjunto S.Byrde de S, segun nuestra idea intuitiva

Obviamente esto no es lo que intuitivamente espenab, pues deberia ser “el borde”

de S, segun el concepto que tenemos en la topalsgil déR*acerca de la “frontera
de un conjunto”. Esta “falencia” puede ser corregdatroducimos en la topologia
digital una nueva definicion de frontera de un oatyg, a saber:

La frontera de S es el conjunto de puntos de Signen vecinos 4N &

Més adelante, en el Capitulo 4, analizaremos canpr@fundidad este concepto. En el
siguiente Capitulo describiremos las propiedadesiégicas de una imagen digital.
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Capitulo 3

Propiedades topologicas de una imagen digital
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Capitulo 3: Propiedades topoldgicas de una imagétell

Como mencionamos en el capitulo anterior, paragsarcdigitalmente una imagen es
preciso segmentarla; de este modo se podran identd los objetos o subconjuntos
que componen dicha imagen, separandolos de su.fondo

El paso siguiente consiste en analizar las profdesiatopolégicas de dichos

subconjuntos, y por esta razon consideramos adgamdigital inmersa ef’, a quien

le asignamos la topologia digifal

En este capitulo describiremos algunas de estgsepiames topoldgicas, que seran
necesarias para justificar “el algoritmo BF4/BF8I'cual permitira recorrer la frontera
de un objeto perteneciente a una imagen digital.

En general, las imagenes digitales provienen dgemgs analdgicas hechas sobre un
papel que, usualmente, es rectangular. Por esta sasin pérdida de generalidad, de
aqui en adelante supondremos que una imagen digitah conjunto rectangular de
pares ordenados de niumeros enteros.

En términos mas precisos, se tiene la siguientaidiéi.

Definicion 3.1: Imagen digitall1 y su frontera

Una imagen digitall de M x N pixeles es un subconjunto finitoZfe de modo te
que

N={(xyD02z::<x<N,k x N

En este caso, el borde @k, que la simbolizaremos por Bordél ), es

Borde(M)={(x,y)OMN:x=10x=NOy=10y =M}

Desde el punto de vista computacional, la imagees almacenada en el ordenador
mediante su correspondiente matriz imagen (cordrdat Definicion 1.2 de la pagina
13).

Comenzaremos trabajando con una imagen digitségmentada en dos subconjuntos:

un conjunto S, formado por los objetos que compda@magen, y su complemeng,
que representa el fondo. Supondremos que la segon@mfue hecha en modo Blanco y
Negro: los pixeles del conjunto S son de color megrientras que los del fondo son
blancos. De este modo, en el plano digital, losepardenados que provienen del
conjunto S los representaremos mediante circuloscaler negro y a los del

complementdS, de color blanco.
Aclararemos estos conceptos mediante un ejemplo.



Ejemplo 3.1

La siguiente figura muestra una imagen analogica:

&

Su imagen digitalizada, de 10 x 14 pixeles y lusggmentada en modo Blanco y
Negro, se muestra a continuacion:

(@) (b)

Figura 3.1: (a) Imagen digitalizada. (b) Imagen semtada en Blanco y Negro.

En este caso, el conjunto S esta formado por ladgs negros y representan los objetos
gue componen la imagen, mientras que su complenssrgbfondo blanco de la misma.

La representacion de la imagen segmentadd&enres 1, segin se muestra en la
siguiente figura:
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=
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Figura 3.2: Representacion dé en el plano digital.

Se observa que el bordeldees {(x, yO N :x=10x=140y =10y = 14}.

Desde el punto de vista computacional, no es posiAbajar dentro del ordenador con
el plano digitalZ* ya que éste es un conjunto infinito. Por esta ramlimitaremos
exclusivamente al estudio topolégico de la imafkry, para ello, leasignaremos la

topologia relativa @ de Z*. Mas precisamente,
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Definicion 3.2: La topologialp de I
La topologial dell es la topologia generada por la base

Bn={ UP)N M: PO Z%}

De este modo, los miembrostg se escriben como union de elementoB gde

Formularemos a continuacion el concepto de coridativpara subconjuntos de una

imagen digitall.
Para evitar casos especialesipondremos de ahora en adelante que cualquier

subconjunto S1T1 no interseca el borde @ié Es decir, §)Borde( 1) =0

Caminos y conectividad

Definicion 3.3: Caminos o trayectorias

Sean P y Q dos puntos de la imadén Un “camino o trayectoria de P a Q" es u )Ja
sucesion finita de punto® =R, B,...,P = Q pertenecientes d1 tal que P es

“vecino” de P_, para Ki<n

Observacion

La definicibn anterior abarca en realidad dos dgfines, pues “vecino” puede
significar “vecino 4N” o bien “vecino 8N”. En est@sasos, se dird que es @gamino
4N” 0*“camino 8N respectivamente. En general, los caminos 4N sohién caminos

8N.

o0 oo Ooo 000000
oo o ole o o oo e o
o e ® ® ® 0 OO0 @ oo
oPe o 0o oo oPe 0 o 0o
o0 o000 o0 o000 oo
000000 000000

(@) (b)

Figura 3.3: (2) Camino 4N de P a Q. (b) Camino 8N\Pd& Q.
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Definicién 3.4: Conectividad de dos puntos.

D

Dos puntos P y Q'estan conectados en S” si existe un camino deduesk Q que ¢
compone totalmente de puntos de S.

Segun sea un camino 4N o un camino 8N, diremo$RyeQ tienen conectividad £
en S” o bien “P y Q tienen conectividad 8N en S”.

P

Ejemplo 3.2

Sea S el conjunto formado por los circulos negeoldmager1 que muestra la figura:

oo o oo

o0
o o® O O

A2
O oo o oo
O oo o oo
(R A A o B

o
O

Entonces P y Q tienen conectividad 8N pero no tiemmectividad 4N en S.

La siguiente proposicion es importante para intcadal concepto de “componentes
conexas de un conjunto”.

Proposicién 3.1

Dado S un subconjunto no vaciolde se define la siguiente relacior ““ en S:
P~ Q siysoblosi Py Q estan conectados en S.
Entonces dicha relacién es de equivalencia.

Demostracion
Debemos verificar la propiedad reflexiva, simétgdaansitiva.
Reflexiva:

P~ P puesP=P,R=PesuncaminodePaPensS.

Simétrica:

Si P ~ Q entonces] P=R,P,...,P= (un camino de P a Q tal que] S
0i=0,1,...,n LuegoQ=P ,P_,...,P= Ies un camino d® aP enS Por lo tanto,
Q~ P.

Transitiva:

SiP~ Q y Q~ R entonces
OP=R,R,...P= (uncamino de P aQ tal qiRlS Ui =0,1,...,n
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Por otro lado,0l Q=R,, R,, ,.., R,= I un camino de Q a R tal quB S

0j=n,n+1,...,+ n. EntoncesP=R ,P,....P .P, ,...,P,= €esuncamino dé aR
en S. En consecuencia,PR . m

Segun A. Rosenfeld [3], las clases de equivaleteimidas por esta relacion reciben el
nombre de “componentes conexas”. Mas precisamente,

Definicion 3.5: Componentes conexas de un conjunto.
Sea S un subconjunto no vacioltley “ ~ “ la relacion de equivalenciadefinida en

mediante
P ~ Q siysoélosi Py Q estan conectados en S.

Entonces las clases de equivalencia de S recibeorabre decomponentes conex |s
de S

Observacion

Nuevamente, la definicibn anterior abarca en radliddos definiciones, pues
“conectividad” puede significar “conectividad 4N"lden “conectividad 8N”. En estos
casos, se hablara deomponentes 4N conexasi bien“componentes 8N conexas”
respectivamentePor otro lado, las componentes 4N pueden no caincioh las
componentes 8N de un conjunto, como lo ilustragelisnte ejemplo:

Ejemplo 3.3

Seall la imagen digital de 6 x 7 pixelesy S = {(4,3,3), (5,3), (4,4)} un subconjunto
guese muestra continuacion:
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(a) (b)
Figura 3.4: (a) Imagen digital de 6 x 7 pixeles. @) representaciohl en el plano digital.

Entonces

Componentes 4N de S:
Ningunpar de puntos de S tiene conectividad Bbk. lo tanto S tiene 4 componentes
4N conexas, a saber: {(4,2)}, {(3,3)}, {(5,3)}, {(4)}

Componentes 8N de S:

En este caso, cualquier par de puntos de S tierectioidad 8N. Luego S tiene una
sola componente 8N conexa, que es S.



Cuando el conjunto S tiene s6lo una componentexegrse dice que es conexo. Para
ser mas precisos, podemos establecer la siguiefitectbn:

Definicion 3.6: Conjunto conexo.

Si S es un subconjunto no vacid tleentonces

S es “4N conexo” si tiene una sola componente 4hexa.
S es “8N conexo” si tiene una sola componente 8ixa.

Obviamente, si un conjunto es 4N conexo entongebiém es 8N conexo. Sin embargo
la reciproca no es cierta, como veremos a contidmac

Ejemplo 3.4

En el Ejemplo 3.3, S es 8N conexo pero no es 4Mxamn
Por otro lado,S también es 8N conexo pero tampoco es 4N conexc@uponentes
4N conexas son doBt—- (S U{(4,3)}) y {(4,3)}.

La Definicion 3.6 fue formulada por A. Rosenfeld y3es mas bien una definicion de
“arco conexion”. Sin embargo, coincide con el cqioetopologico que se tiene de
conjunto conexo, siempre y cuando éste sea 4N oon&sta afirmacion la

demostraremos en breve, pero previamente recordaréandefinicion topoldgica de

conjunto conexo.

Definicién 3.7: Conjunto topol6gicamente conexo.

Sea S un subconjunto no vacid tle Diremos que
S es topolégicamente conexo si lo edaetopologia relativa & dell. Es decir,

SiS=AJ BconA, B abiertosen Stalesquél B=0 = A=0 6 B=0

Proposicién 3.2

Sea S un subconjunto no vacioldle Entonces
S es topoldgicamente conexo si y solo si es 4Nxapne

Demostracion

=) Supongamos por el absurdo que S no es 4N coRexonces, ] P, Q1 S tales que
Py Q no tienen conectividad 4N en S. Considerdo®sonjuntos

A={Z 0O S: ZO P tienen conectividad 4N en S }
B=A={Z [0S : ZP notienen tiene conectividad 4N en S }

Por lo tanto,
S =AU B. Ademas,A #0 yB #0 pues PDUAy QU B.
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Por otro lado, el conjunto

{UP)NM N S: POZ*}={U(P)N S: PO Z?*}
Es una base para el subespacio topoldgico S, mteshéreda la topologia relativa a
Th dell. Baséandonos en este hecho, probaremogqu son abiertos en S.

A es abierto en S:

Sea Z0 A; entonces] P=R,R,....,P= .un camino 4N de P a Z tal queS
i =0,1,...,n. Por otra parteUJ(Z) ('S OA pues

SiwOU(Z) NS entones W es vecino 4N de Z; lueBe R ,R,....P= Z,R= \es

un camino 4N en S, que conecta P con W. De aquitaegue W1 P tienen
conectividad 4N en S y en consecuencial\. Por lo tanteZ O U(Z) NS OA.

B es abiertoen S

Sea Z[ B; probemos quéJ(Z) NS OB.

Si WO U(Z) NS entones WO P no tienen conectividad 4N en S pues si lo tavier
existiria P=R ,R,...,P= Vun camino 4N en S, de P a W. Luego, la secuencia de
puntosP=R ,P,..,P= W, P = seria un camino 4N en S, que conecta P con Z, lo

cual es un absurdo puesIP no tienen conectividad 4N en S. En consecuenci®\y
de este modoZ2U(Z) NS OB.

De este modo S AU B conA, B abiertos en S, disjuntos y no vacios. Pero estmas
contradiccion ya que S es topoldgicamente conexo.

[0) Sea S AU B conA, B abiertos en S, disjuntos y no vacios. Debemosaprgbe

A=00oB=0.

Supongamos por el absurdo cuet 0 y B# [0 . Entonces[P, Q1 S tales qu&LIA y
LB.

8omo Py Q estan 4N conectados el =R ,P,...,P= (un camino 4N de P aQ

talquePROS Li =0,1,...,n.

Por otro lado, comé\ es abierto en S, se tiene gBg= PO U(P)SCA. Luego, al

ser P, vecino 4N de P, resulta qie U(P)N'S y, en consecuencid, JA.

Un argumento analogo demuestra GyéelA , ..., P, = QUA.

De este moddQ O A (1B, lo cual es un absurdo puks/ B son disjuntosa

¢ Por qué definir dos tipos de conectividad?

Cabe preguntarnos porqué para un subconjunto demagen digital se definen dos
tipos de conexiones: “conectividad 4N” y “coneittad 8N". ¢No bastaria con definir
sélo una de ellas? Pues bien, la Topologia Diti¢édh de trasladar adecuadamente las
propiedades topoldgicas del plano continiig ) al discreto Z*) de manera tal que, en
la mayoria de los casos, éstas se preserven. A mdedejemplo, observemos la
siguiente figura:



(@) (b)

Figura 3.5: (a) Imageontinua . (b) Imagen digitalizada

La figura de la izquierda representa una imagemiragsm que contiene un segmento de
recta. Si consideramos que el conjunto S es el ssignie recta, en la topologia usual

de R? esta imagen tiene:

Componentes conexas de Bay una sola y es S, pues el segmento de rects es
conjunto arco conexo.

Componentes conexas d& Tenemos dos: la porcion de imagen que esta pbaate
del segmento de recta y la que se encuentra debajb

De este modo, en el plano continuo, la imagen goattiene una componente conexa
negra y dos blancas.

Por otro lado, la figura de la derecha muestrateespondiente imagen digitalizada. En
este caso, el conjunto S esta representado ppideles negros. Asi,

Componentes 4N conexas de Bay nueve, pues cada pixel de S es una componente
4N conexa.

Componentes 4N conexas d& Tenemo<2: el conjunto de pixeles blancos que estan
por encima de los negros y los pixeles blancosguencuentran debajo de los negros.

Por lo tanto, considerando las componentes 4N egn&ximagen digital tiene nueve
componentes negras y dos blanéas otro lado,

Componentes 8N conexas de $tay una sola, pues todos pixeles de S tienen
conectividad 8N en S.

Componentes 8N conexas de: Hay también una sola, ya que todos los pixeles
blancos tienen conectividad 8N &n.

En consecuencia, considerando las componentes Békas habrd una componente
negray una blanca

En ambos casos, tanto para conectividad 4N cone qmarectividad 8N, la propiedad
topologica de “conexidn” no se preserva al pashpldeo continuo al discreto.

¢, Habra alguna manera de corregir esta situacion?

Una forma de resolver este problema, y otros deoléndsimilar, fue dada
ingeniosamente por A. Rosenfeld [3] y es la sigige

El tipo de conectividad que se debe considerar pasa pixeles negros debe ser
diferente a la de los pixeles blancos. Asi, si pafaconjunto S se considera

conectividad 4N, para§ deberemos tomar conectividad 8N. O bien si paraeS s
considera conectividad 8N, pa% deberemos tomar conectividad 4N.
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Volviendo a nuestro ejemplo, si tomamos conectiVi8&l para los pixeles negros y
conectividad 4N para los blancos, entonces la imadegital tiene las mismas
componentes conexas que la imagen original, es, ggesenta una componente conexa

negra y dos componentes blancas.

Esta idea formulada por A. Rosenfeld constituybdse y fundamento de la Topologia

Digital y la enunciaremos formalmente a continuacio

Definicion 3.8: Tipos de conectividad para un sulmonto y su complemento.

Sea S un subconjunto no vacid tleEntonces

Si consideramos conectividad 4N para SSetieberemos tomar conectividad.8N

En cambio,

Si consideramos conectividad 8N para SSefeberemos tomar conectividad 4N

Ejemplo 3.5

La siguiente figura muestra una pagina impresa Yy cewespondiente imagen

digitalizada de 8 x 14 pixeles:

OH!

(@) (b)

Figura 3.6: (a) Imagen de una pagina impresa. (bagen digitalizada

La representacién da en el plano digital es la siguiente:
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Figura 3.7: Representacion dé en el plano digital.
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Si el conjunto S es el texto de la pagina impresalecir, el conjunto de pixeles negros
de la imagen digital, calcularemos las componertesxas de S y d8, considerando
conectividad 8N para S y conectividad 4N [f&ra

Componentes 8N conexas de Soncuatro, a saber:
La letra “O™: {(4,2), (3,3), (5,3), (2,4), (6,4)2() , (6, 5), (3,6), ((5,6), (4,7)}.

La letra “H": {(8,2), (8,3), (8,4), (8,5), (8,6)8(7), (9,5), (10,5), {(11,2), (11,3), (11,4),
(11,5), (11,6), (11,7)}.

El simbolo “§": {(13,2), (13,3), (13,4), (13,5)}.
El punto ‘“: {(13,7)}

Componentes 4N conexas & Hay dos:
Los pixeles blancos ubicados dentro de la letra {#;3), (3,4), (4,4), (5,4),(3,5),

(4,5), (5,5), &%
El conjuntoS —{(4,3), (3,4), (4,4), (5.4),(3,5),(4,5), (5,5%,6)}.

Observacion

El ejemplo anterior ilustra como, al hallar las pamentes conexas de la imagen digital
de un texto impreso, logramos identificar cadaataradel mismo.

Fondo y agujeros

En esta seccidon nos detendremos a explicar algomwseptos vinculados con las
componentes 4N u 8N conexas del complemento deubicosjunto de una imagen
digital. Primeramente demostraremos la siguierapgsicion:

Proposicién 3.3

Sea S un subconjunto no vacio de una imagen difitale M x N pixelesEntonces
existe una unica componente (4N u 8N) conex& dgie contiene al borde dé.

Demostracion

Recordemos que BordEl) ={(x, y)O M :x=10x=N0Oy=10y =M}
Ademas, como $)Borde(l'1) = O, resulta Bord¢l1) O S.

Por otro lado, consideremos, &, ..., S, las componentes (4N u 8N) conexasS3le
Entonces

S=SSUSU..US con $N S§=0 siiz|j

Por lo tanto,

Borde( O S U S U...U S,
De este modo, si P Borde(I'l) = PO S para algun i. Pero entonces BofB U S,
pues si existiera QBorde(M) tal que QI S entonceNL] S para algun #i.

38



Por otro lado, como Bordél1) es un rectangulo ef’, P y Q tienen conectividad 4N

enS (y por ende, conectividad 8N). Por lo tantal B y en consecuenci®& LS 1 §

lo cual es una contradiccion pues las componewoi@sxas son disjuntas.

De este modoBorde () S y, obviamente, Ses la Unica componente conexa que
contiene 8orde(1).m

La Proposicién anterior da lugar para introducrdaguientes definiciones.

Definicién 3.9: Fondo y agujeros de un conjunto

Sea S un subconjunto no vacio de una imagen bidgitEntonces
El “Fondo de S”es la Unica componente conexaSigue contiene a Bordél).
Las demas componentes 8esi existen, reciben el nombre ‘@gujeros de 3.

El concepto de “fondo” y “agujero” de un conjuntepgénde del tipo de conectividad
que se considere para dicho conjunto. El siguiejet®plo ilustra esta afirmacion.

Ejemplo 3.6

Seall la imagen digital de 5 x 5 pixeles y S = {(2,3,2), (4,2), (2,3), (4,3), (3,4)} el
conjunto de pixeles negros que muestra la figura

1 2 3 4 5

a) Hallar el fondo y los posibles agujeros de Sestonsidera conectividad 8N para S.
b) Determinael fondo y los posibles agujeros de S, tomandoatongdad 4N para S.
Resolucion

a) En este caso, como consideramos conectividadp& S, deberemos tomar
conectividad 4N para su complemento. Entonces:

Componentes 4N conexas & Hay dos: {(3,3)} yS- {(3,3)}. Por lo tanto

Fondo de S:S- {(3,3)}
Agujero de S{(3,3)}

b) Aqui deberemos tomar conectividad 8N pard&n este caso,



Componentes 8N conexas & Sélo hay unay es, pues éste es 8N conexo. Luego,
Fondo de S:S

Agujero de Sno tiene.

Como sabemos, en la topologia usual Rfe los conjuntos que no tienen agujeros

reciben el nombre de “simplemente conexos”. Es&a iduede trasladarse al plano
digital de la siguiente manera:

Definiciéon 3.10: Conjunto simplemente conexo

Sea S un subconjunto no vacio de una imagen didit&ntonces S esimplement
conexosi no tiene agujeros.

Ejemplo 3.7

En el ejemplo anterior, si consideramos conecti/idBl para S, éste es simplemente
conexo pues no tiene agujeros.

Observacion

De la Definiciéon 3.9, sabemos que si S no tiengeags entoncesS tiene una Unica
componente conexa, que es el “fondo de S”. Parltowtpodemos afirmar que:

S es simplemente conexe S es conexo.

Arcos y Curvas

En el procesamiento de imagenes digitales, un rmaétmininmente utilizado para
analizar la forma que tienen los objetos de unay@naligital, consiste en reducir los
conjuntos "gruesos” a conjuntos “delgados”. Pomeje, si un objeto es “alargado” o

“simplemente conexo”, se trata de reducirlo a @amcd”. O bien, si tiene un “agujero”,

se trata de reducirlo a una “curva cerrada’. Estegso de "adelgazamiento”, que
expondremos mas adelante, requiere de conceptos aaras y curvas digitales. Por
esta raz6n veremos este tema a continuacion.

Definicion 3.11: Arco

Un subconjunto S de una imagen diglthles un arco si es conexo y todos, salvc ([dos
de sus puntos (sus “extremos”) tienen exactameosevecinos en S, mientras que los
dos extremos tienen exactamente uno. Mas precisamen

Un arco S es un caming,PPy, ..., B formado_por puntos distintos tal que P es
vecinode P« j=i £1.

Es facil ver que un arco puede ser considerado econeamino abierto que no se cruza
ni se toca a si mismo.
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La definicion de arco involucra la palabra “vecinéd cual puede significar “vecino
4N” o “vecino 8N”. De este modo hablaremos, cuaséa necesario especificar, de un
“arco 4N” o de un “arco 8N".

Para evitar casos especiales, supondremos quecansi@mpre tiene al menos dos
puntos. Mostraremos a continuacion algunos ejentplesaclararan estos conceptos.

Ejemplo 3.8

Para cada una de las siguientes imagenes digidale8 x 6 pixeles, indicar si el
subconjunto S es un arco 4N, 8N o ninguno de Iss do

a) S={(2,5),(24),(273),(2,2), (3,2), (4.8.3), (4,4), (3,4)}
1 2 3 4 5 6

T T T T T ™
T-o o o o o o
2 o oo
I- o oo
1L o o o
5L 0 o oo o0
b o o 0 o oo
v Y
b) S ={(2,2), (3,2), (4,2), (3,3), (2,4), (3,4%,4)}
1 2 3 4 5 6
T T T T T ™X
1T-o o o o o
2 - o o0
I- o o 0 o0 o
1L o oo
50 o0 o o o 0
b o o o o oo
vY
c) S={(2,4), (3,3), (4.2), (5,3)}
1 2 3 4 5 6
T T T T T ™
1-oc o o o o ¢
2o o o o0
I- 0o o o
1E o o o0 00
50 o o o o0
bl o o o0 o oo
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d) S ={(4,5), (3,5), (2,5), (2,4), (2,3), (2.23,%), (4.2)}

1 2 3 4 5 6

T T T T T ™
1T-oc o o o ¢ O
2 o o0
I o o 0 00
1o o0 00
50 0 o0
bk o o o o o o
vY

Resolucion

a) S no es un arco 4N pues (2,4) tiene tres vediNo®or la misma razén tampoco es
un arco 8N.

b) S no es un arco 4N ya que hay cuatro puntosieen exactamente un vecino 4N.
Ellos son: (2,2), (4,2), (4,4) y (2,4). Tampocauesarco 8N pues por ejemplo (3,3)
tiene seis vecinos 8N: (2,2), (3,2), (4,2), (2(3)4),y (4,4).

c) S no es arco 4N pues ningun par de puntos sonoge4N. Sin embargo, S es un
arco 8N.

d) Claramente S es un arco 4N pero no es un arqu8hl por ejemplo (2, 3) tiene tres
vecinos 8N: (2, 2), (3,2) y (2, 4).

Podemos observar graficamente que un arco es sesimplemente conexo. Este
hecho lo demostraremos, pero previamente enunciar&s siguientes proposiciones.

Proposicion 3.4

Sea P = (X, y) un punto del plano digifal Consideremos el conjunto
N(P)={Q O T : Qesvecin@N de B

Entonces

a) N(P) —{P} es 4N conexo

b) Si Q es un vecino 8N de P entondéB)—{ P, Q} es 4N conexo

Demostracion
Es trivial y por esta razon la omitimas.

Notemos que la proposicion anterior deja de setacg& en lugar de N(P) consideramos
el conjunto formado por los vecinos 4N de P.
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Proposicién 3.5

Sea S un subconjunto de una imagen digftal tal que S ={a, b} donde a y b soh
vecinos 8N. EntonceS es 4N conexo.

Demostracién

Sean P, Q1S =T11- {a, b}, debemos probar que Py Q tienen cawielztd 4N ens.

Comoll es 4N conexo[d Py = P, R, ...,R, = Q un camino 4N efl. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que B i # j.

Se presentan los siguientes casos:
1) SiRO{a, b} 0i=0,1,...,nentonces #£= P, R, ...,y = Q es un camino 4N enl1 -

{a, b}y, enconsecuencia, Py Q tienen conétaisy 4N ens.

2) Si R="“a” para algun i entonces, compPy P 1 son vecinos 4N de “a”, también
son vecinos 8N de “a”. De aqui resulta que, R+10 N(a) — {a}. Por la Proposicién

3.4 este conjunto es 4N conexo, con lo dud&k; = R.y, ..., R« = B+1 un camino 4N en
N(a) — {a}. Porlotanto =P, ..., R1 =Ry, ... , R=PR+1,..., B, = Q es un camino
4N enl1 - {a}.

Para simplificar la notacion, llamaremos a esteigarg = P, Q, ...,Qn+k-2= Q.

21) SiQ # “b” O0i=0,1,...,n+ k- Zentonces =P, Q, ....Qn+k-2=Q es un
camino4N enll-{a, b}y, porlotanto, Py Q tienen coneatiad 4N ensS.

2.2) Si Q= "b"” para algun i entonces, comq.Qy Qi+ 1 son vecinos 4N de “b”,
resulta que Qi, Q+10 N(b) —{a, b}. Por la Proposicion 3.4 este confuas también
4N conexo, con lo cudl T1 = Q.1, ..., Tm = Q41 un camino 4N en N(b) —{a, b }.

De este modo, =P, ..., Q1 =T1, ... ,Tn=Q+1,..., @ = Q es un camino 4N en
M- {a, b}y, en consecuencia, P y Q tienen coned&di4N enS.

3) SiR="b" para algun i, la demostracion es similacaso 2)m

Basandonos en estas dos proposiciones, probarecoogimuacion que un arco siempre
es simplemente conexo.

Proposicién 3.6

Si SO I es un arco entonces S es simplemente conexo

Demostracion

Debemos probar qué es conexo (confrontar la Observacion de la pagBja Sin
pérdida de generalidad, debido a que la demostrazsosimilar, trabajaremos con la
conectividad 8N para S, es decir, supondremos gae & arco 8N. De este modo,

deberemos considerar conectividad 4N pﬁra sea, probaremos q@aes 4N conexo



Aplicaremos el Principio de Induccién sobre n, &ntcdad de puntos que tiene el
conjunto S.

Paran=2

En este caso, S = {ab} con a, b vecinos 8N. De la Proposicién 3.5mesque§ es
4N conexo y en consecuencia, S es simplemente conex

Supongamos, por hipétesis inductiva, que todo dectn” puntos que no interseca el
borde dd1 es simplemente conexo.

Veamos para n+1

Sea S un arco formado por (n+1) puntos. Considesemcel arco que se obtiene de
eliminar uno de los puntos extremos de S, que Hlamas “a”. Entonces S 5 $J{a}.

Sean P, Q1S ; debemos probar que Py Q tienen conectividagS.

Por la Ley de Morgan tenemos q®& = S U{gd =S N{ 4. En consecuencia,

P,QU S N {e} . De aqui resulta que P, Q S, gue es 4N conexo por hipotesis

inductiva. Por lo tanta] P, = P, R, ...,B, = Q un camino 4N e, . Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que#PP, i # j.
Se presentan los siguientes casos:

1) Si R O0{a} O0i=0,1,...,n entonces #£= P, R, ....B, = Q es un camino 4N en

S N {3 v, en consecuencia, P y Q tienen conectividad®S e

2) Si R [U{a} para algun i entonces, com@ Py Pi. 1 son vecinos 4N de “a”, también
son vecinos 8N de “a”. De aqui resulta quer, B+ 10 N(a) — {a, b}, donde “b” es el
anico vecino 8N de “a” que estaen S

Por la Proposicion 3.4 este conjunto es 4N conexo /o cuald R; = Ry, ..., Rc = B«

un camino 4N en N(a)—{a, }S: N {§.
Porlotanto =P, ..., R1 =R, ... , R=PR+1,..., Bh=Q es un camino 4N en

S N{d.Luego Py Q tienen conectividad 4N S

Observacion

La proposicion anterior deja de ser cierta sizailos conectividad 4 N, tanto para S
como para su complemento, como lo muestra el sigrigemplo.

Ejemplo 3.9

Sea Il la imagen digital de 6 x 6 pixeles y S el subcotgurefinido por
S ={(2,2), (2,3), (2,4), (3,2), (3,4), (4,2), (H}.3segun se indica en la siguiente figura:

o8

- x

I
eI B+ B B e
2o e % 8 O
OO0 8 D @ D W
o oo o %« @& O F
=B s T« « B+ B+ e
(eI B o B B B e
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Si aplicamos conectividad 4N para S_Sy se puede observar que S es un arco 4N pero

S no es 4N conexo, pues tiene un agujero (que esomunto {(3, 3)}). En
consecuencia, S no es simplemente conexo. Sin gmb&rconsideramos conectividad

8N para§, éste resulta 8N conexo y por lo tanto S es simg@fge conexo.

Definicién 3.12: Curva

Un subconjunto S de una imagen digiftal es una curva si es conexo y todos |sus
puntos tienen exactamente dos vecinos en S. Mésameente,

Una curva S es un caming,PPy;, ..., B, formado_por puntos distintog tal que
PiesvecinodeiP= ((j=i£1)0(i=00j=n)0O((j=00i=n)).

Podriamos decir entonces que una curva es un arado o dicho de otro modo, es un
camino gue se cruza o toca a si mismo sélo una vez.

Cuando sea necesario especificar, hablaremos deé'cumea 4N” o de una “curva
8N".segln sus puntos tengan “vecindad 4N” o “veath8N".

Para evitar casos especiales, supondremos quautwrea4N tiene al menos 8 puntgs
gueuna curva 8N tiene al menos 4 puntogeamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.10

Para cada una de las siguientes imagenes digida@le8 x 6 pixeles, indicar si el
subconjunto S es una curva 4N, 8N o ninguna dedas

a) S ={(2.3), (2.4), (2,5), (3,9). (4.5), (4.4), (h.8.2)}
1 2 3 4 5 6

N B B B B
T-oc o o o o 0
22 o o0 C-H
| s o0
1 o oo
5o oo
b o o o ¢ o ©
vY

b) S ={(2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (3,5), (4,5), (%,44.3), (4, 2), (3,2)}

1 2 3 4 5 6

T T T T T ™X
1-c o o o o ©
2L o o0
3 s oo
1o oo
5L o o -::}H
bl o o o o o o




Resolucion

a) S no es una curva 4N ya que (3,2) no tiene ning@ino 4N. Tampoco es una curva
8N porque por ejemplo (4, 4) tiene tres vecinos @N3), (4, 5) y (3, 5).

b) En este caso S es una curva 4N pero no es &4, 4) tiene tres vecinos 8N:
4, 3), (4,5) y (3, 5).

Un resultado bastante curioso es que una curvaiedepser 4N y 8N a la vez. Esto se
demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.7:

Una curva SO 1 no puede ser 4N y ademas 8N.

Demostracién

Supongamos por el absurdo que S es una curva AN y 8

Luego, si PJ S, P debe tener exactamente dos vecinos 4N y emsos 8N. Por lo
tanto, las dos Unicas posibilidades en cuantodsfaosicion de P y sus vecinos 8N son
las siguientes:

C}'I‘P'D ‘:}DPD
O @ o L BON
OB TS o o O

Figura 3.8: Posible disposicion de un punto P de lavauy sus correspondientes vecinos 8N. Los
circulos negros representan puntos de la curvai&ptnas que los blancos pertenecen a su complemento

De este modo, todos los puntos de S deberianatstaados horizontal o verticalmente,
lo cual es imposible ya que los extremos de Stedidrian un vecino en 8.

En la topologia usual d&*un resultado fundamental, tanto desde el puntoista v
tedrico como practico, es “El Teorema de la curwadardan”. Dicho teorema afirma un
hecho que intuitivamente es bastante evidente, @mue una curva simple cerrada C
en el plano divide a éste en dos regiones: unadapliamada “el interior de C” y otra
no acotada, llamada “el exterior de C”, sienda @dntera comun de ambas.

&Y

Figura 3.9: El Teorema de la curva de Jordan. La eu@divide al plano en dos regiones: su interior
W, y su exterior W Tanto W como W tienen por frontera a la curva C.
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¢ Podra este teorema extenderse al plano digital,goavas digitales? Afortunadamente
la respuesta es afirmativa (para una curva 4N toreaos ocho puntos o una curva 8N

con al menos cuatro puntos), y la enunciamos are@dion.

Teorema 3.8: Teorema de la curva de Jordan paravas digitales.

Sea S una curva 4N en el plano digifat. EntoncesZ®— S tiene exactamente dos

componentes 8N conexas. Una de ellas es acotamaada “el interior de S” y la otra
es no acotada, llamada “el exterior de S”.

De manera similar, si S es una curva 8N en el pldigital Z> entoncesZ’— S tiene
exactamente dos componentes 4N conexas.

Demostracion
Se omite pues se encuentra completamente desdarelia[6].m

La siguiente Proposicion es una consecuencia irateedel Teorema anterior.

Proposicion 3.9:

Si SO T esunacurva, entonces S tiene exactamente uaragu;j

Demostracion
Por el Teorema de la curva de Jordan para curg#alds, sabemos que
77— S=W; UW,

Donde W es el interior de S y Y\su exterior.
Por otro lado,

S=N-S=@E*~-sS)yNN=W UWw) N N=wW,N N)U W N N =
=W1U(W2ﬂ|'|)

De este modo,W; y (W2 (1 I1) son las dos Unicas componentes conexasS de

(4N u 8N, segun sea el caso). Sélo una de ellas{ (W), contiene al borde dd. En

consecuencia, Wes el Unico agujero d8. m
1 2 3 4 5 6

T T T T T ™X
THle ¢ o o ¢ ¢ |O
2—{}05--0{30
3—{}now1o-{} o
1o o & @& o O |
S5-le o o o o O |
6|

o 0 o O oo
vy ¥ 2o 0 0 o o0 o ©

w‘)

Figura 3.10: El Teorema de la curva de Jordan péra/ae digitales. La curva S divide el plano digital
en dos componentes: su interiog YWsu exterior W Este Gltimo contiene al borde 8k.
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La Proposicion anterior puede dejar de ser cidrizogsideramos el mismo tipo de
conectividad, tanto para la curva como para su temgnmto. O también si se considera
una curva 8N con solo tres puntos. Los siguierjiea@os ilustran este hecho.

Ejemplo 3.11

Sea la siguiente curva S ={(2,2), (3,2), (4,2)3)4(5,3), (5,4), (5,5), (4,5), (3,9), (3,4),
(2,4), (2,3)}, proveniente de una imagen digitabde7 pixeles:

1 2 3 4 56 T

123 45 67819
1 101 T T T T T T x
L OO0 0000
2 Lo 8000
3 R FSY To8 3 JeRe
itoeeceno 1
4 SFOOe ees D
. brooo oo
7L
6 8L
v Y

Si consideramos conectividad 4N tanto para S coana 5 podemos observar que S
tiene dos agujeros: {(3, 3)} y {(4,4)}. De este nwpcho se verifica la Proposicién 3.9.
Por otro lado, si tomamos la curva S = {(4,2), 3&.4), (5,3)} y consideramos

conectividad 8N para S y su complemento, vemosjoe tiene agujeros, con lo cual
la Proposicion 3.9 también deja de ser cierta.

1 2 3 4 56 7

123 45 67819 -
1 FEEE 6686 %
2 oo enno
IS Oe00
3 stooco ecano 11
4 SFOO0 0000
brooooooo
5 T
8L
G
y Y
Ejemplo 3.12

El conjunto S = {(2,3), (2,2), (3,2)} es una cur8al formada por tres puntos. Sin
embargo, no se verifica la Proposicion 3.9 ya que 8ene agujeros.
1 2 3 4

LR LS R

Observacion

El Teorema de la curva de Jordan para curvas igitafirma que una curva S separa a

su complementé en dos componentes: una interior, llamada “agujeira exterior,
llamada “fondo”. Ambas componentes tienen conetaigi4N u 8N, segun se considere
para S conectividad 8N o 4N respectivamente. Péchad componentes ¢seran
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topolégicamente conexas? Bajo ciertas hipotesgemos asegurar que si lo son. Esta
afirmacion nos lleva a enunciar la siguiente Prapds.

Proposicién 3.10:

Sea SO 1 una curva 8N Entonces su fondo y agujero son topolégicamerriexas.

Demostracion

Por el Teorema de la curva de Jordan para curgéslds, sabemos que
S=MN-S=wWw Uw;

Donde W es el interior 0 agujero de S y,\&s su exterior o fondo.
Como S es una curva 8N, las componentey W, son 4N conexas. Por lo tanto, de la
Proposicién 3.2 se deduce que ambas componentésgEaagicamente conexas.

Resulta geométricamente obvio que todo punto decunaa tiene por vecinos a algin
punto de su agujero y de su fondo. Para demostmaglcesitaremos previamente la
siguiente proposicion.

Proposicién 3.11:

SeaW un subconjunto de una imagen digifdl y A una componente conexa e
Sea R, Py, ..., R un camino eW. Entonces

Si R OAparaalgun O<k<n = POA 0Oi=0,...,n

Demostracién

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer quédkRecordemos que spP A
entonceA = {Q LU W : P, LJQ estan conectados &}

Por otro lado, sea i tal quesi < n; entonces Py, ... , R esun camino erW de
Poa R. Luego By P, estan conectados & y, en consecuencia, PA. m

Basandonos en esta proposicion, probaremos a ganitém la afirmacion mencionada
anteriormente.

Proposicién 3.12:

Todo punto de una curvalS I es adyacente (en el sentido de conectividag e las
dos componentes d&

Demostracion

Sea PLIS y Wi, W, las componentes conexas Sees decir,S= W; UW,. Debemos
probar que P es vecino de algun punto dg @& algun punto de Y

Como S — {P} es un arco, éste es simplemente comexda Proposicion 3.6.

Por lo tanto,S—{P} es conexo (en el sentido de conectividad§de Por la ley de
Morgan se tiene que



S-{P}= SN{P}= SU {P}=SU {PFW: UW.U{P}.

Es decir, WUW,U{P} es conexo. Luego, dado QI W, existe un camino
Po=P,R,....Ph=0Q en W UW,U{P} que une P con Q. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que los puntos de este camino istintas. En consecuencia,
P1,...,Pn=Q es un camino en WJW, = S. Como Q] W, y ésta es una componente

conexa de S, de la Proposicion 3.11 resulta quelRV, i = 1,..., n. En particular,
P.00 W3, y ademas es vecino de P

Por otro lado, dado R1 W,, existe un camino &= P, Q,....Q, = R en
W; UW, U{P} que une P con R. Nuevamente, suponiendo queplogos de este

camino son distintos, se prueba de manera simi@r@L] W, , que ademas es vecino
dePm

Afinamiento

Como mencionamos en secciones anteriores, un métody utilizado en el
procesamiento de imagenes para analizar la forrdiguen los objetos de una imagen
digital, consiste en reducir los conjuntos "gruésosonjuntos “delgados”. Este proceso
de "adelgazamiento” recibe el nombre de “afinanientsu definicion la formulamos a
continuacion.

Definiciéon 3.13: Afinamiento de un conjunto

El afinamiento de un subconjunto S de una imaggitat 1, es el proceso qi e
consiste en eliminar los puntos de S, sin cami@argropiedades de conectivida | o

simple conectividad de S, ni de su compleménto

La clase de puntos que se pueden eliminar con ideguse caracterizan por la
proposicién que enunciaremos a continuacion. Pezvigmente aclararemos algunas
notaciones y expresiones que figuran en la misma.

Algunas notaciones

m Recordemos que, si P = (x,)I1, el conjunto N(P) es
N(P)={QU T : Qesvecino 8N de P}={(x,y), (X, ¥1), (xx 1,y), (x£1,yx1)}

m Cuando decimos “las componentes conexas en etlealdi S o0 en el sentido &,
nos estamos refiriendo al tipo de conectividadrexig a S y§ respectivamente. Por
ejemplo, si consideramos conectividad 4N para &nees paraé deberemos tomar
conectividad 8N. En este caso,Asi IS yB LI S entonces

Las “componentes conexas de A en el sentido des&jnifica“las componentes 4N

conexas de A’ Mientras que lascomponentes conexas de B en el sentido 8&
significa ‘las componentes 8N conexas de.B”
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Proposiciéon 3.13:

Sea S un subconjunto de una imagen diditalLas siguientes propiedades del pul
P LS son equivalentes:

a) S N(P) tiene la misma cantidad de componentesl(sargido de S) que

SN [N(P) —{P}] .

b) sN N(P) tiene la misma cantidad de componentes (en da'Usned\eé) que
[S N NPT U {P}.
c) SN [N(P)—{P}] tiene exactamente una componente adyacente a P.
(“componente” y “adyacente” en el sentido 8
d) sN N(P) tiene exactamente una componente adyacente a P.
(“componente” y “adyacente” en el sentido ée

e)_S —{ P} tiene la misma cantidad de componentes (en eildsnede_S) que_S, y
SU {P} tiene la misma cantidad de componentes (en eldsedé S ) queS.

Demostracion

Consideraremos conectividad 8N para S y, por Itotalomaremos conectividad 4N
para§. Sdlo probaremos la siguiente implicacion:

c) = d)

Supongamos por el absurdo qﬁ@ N(P) tiene al menos dos componentes 4N conexas

que son adyacentes a P. Sean WWV, dichas componentes. Entoncés?; [IW; y
P,L0W, tales que Py P, son vecinos 4N de P. Ademas; P P, no estan

4N conectados eB N(P) pues pertenecen a diferentes componentes.

Por otro lado, sea C la curva 4N que va da M, pasando por todos los puntos de
N(P) — {P}.

Es decir, C: @ Py,..., =P, Qu+1, ..., =P, con QUN(P)-{P}0i=0,...,n.
Por lo tanto, como R P, no estan 4N conectados s N(P) , resulta

{Q=Py..., =P} N S0 U{Qk=P, Qu, -, Q=P}N S20
Entoncesd x 0{Qo=Py,..., =P} N S O Oy O{Q« = P, Qus1,o..., =P}N S,

oo
0@ o
x OO0

Camino C

Figura 3.11: Posible disposicion de los puntqs P, y de los puntog ey.
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Luegox,y O S [N(P) — {P}] . Ademéasx ey son vecinos 8N de Prno estan 8N
conectados en §) [N(P) - {P}], pues cualquier camino 8N que los una
necesariamente debe pasar poo Bor B.

En consecuenciax e y pertenecen a diferentes componentes 8N conexas de
S [N(P) —{P}] que son adyacentes a P, lo cual escontradiccionm

Los puntos que verifican las propiedades de lag®iopn anterior juegan un papel
relevante en el proceso de afinamiento de un ctmjuPor esta razon reciben un
nombre especial, que citamos a continuacion.

Definicion 3.14: Punto Simple

Sea S un subconjunto de una imagen diditalun punto P1 S es “simple” si verific
las propiedades de la Proposicion 3.13.

Algunos puntos son faciles de reconocer si son Isenp no, como veremos a
continuacion.

Proposicién 3.14:

Sea S un subconjunto de una imagen digiitay P OS. Entonces:

a) Si P es un punto” aislado”(no tiene otros vearen S) entonces P no es simple.
b) Si P es un punto “interior” (tiene todos sus vexs 8N en S) entonces P no es simple.
c) Si P es un punto “final” (tiene exactamente @cimo en S) entonces P es simple.
d) Si S es simplemente conexo y P es simple estBndeP } es simplemente conexo.
e) Si S es conexo y P es simple entonces S — {Binésn conexo.

Demostracion

a) Si P es un punto aislado, entoncés 8I(P) ={P} O SN [N(P)-{P}] =0O.

Por lo tanto, no se verifica la Proposicion 3.18,8n consecuencia, P no es simple.
b) En este caso, como N(P) S, resultaS N N(P) =0 O [S N N(P) ] U{P}={P}.
Luego, al no verificarse la Proposicion 3.13 bjoRes simple.

c) Sea Pel unico vecino de P que esta en S. Por lo tanto,

SN NMP)={P,R}0 SN [N(P) —{P}] = { P1} . Ambos conjuntos tienen una sola

componente (en el sentido de S) y por lo tantoladeroposicion 3.13 a), P resulta

simple.

d) Como S es simplemente conexo, res@ltmnexo. Por otro lado, como P es simple,
de la Proposicion 3.13 e) se tiene dbie) {P} es también conexo. En consecuencia,

S — {P} es simplemente conexo puds {P}= SN{P}= S U {=P}:_S U {P]

e) De la Proposicion 3.13 e), S-{P} tiene una sotenponente conexa, pues S es
conexo. En consecuencia, S — {P} es también conexo.
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Cabe preguntarnos en qué tipo de conjuntos podenuwmsitrar siempre puntos simples.
La respuesta esta dada en la siguiente Proposicion:

Proposicién 3.15:

Sea S un subconjunto simplemente conexo con mdssdauntos. Entonces S tiene| al
menos dos puntos simples.

Demostracién

Se aplica el Principio de Induccién sobre la cattide puntos que tiene el subconjunto
S. Los detalles de la demostracion seran omitmios.

Veremos a continuacibn cémo se lleva a cabo el egmcde “afinado” o
“adelgazamiento” de ciertos conjuntos.

Afinamiento de conjuntos simplemente conexos

Dado un subconjunto [3I1T simplemente conexo, quisiéramos reducirlo a ujguoon

que sea lo “mas delgado posible”, pero sin quedpida propiedad topoldgica de
“simple conexion”. Pues bien, sabemos que los asooslos conjuntos simplemente
conexos mas delgados. ¢ Podriamos adelgazar ahtmripasta convertirlo en un arco?

Por un lado, de la Proposicién 3.15 podemos asegui& un conjunto simplemente
conexo (con mas de dos puntos) tiene al menosutasgpsimples. Por otro lado, de la
Proposicién 3.14 d) sabemos que, i B es un punto simple, S — {P} sigue siendo
simplemente conexo. De este modo, podriamos elinairdicho punto del conjunto y
repetir este proceso de eliminacion de puntos sispgbero ¢hasta cuando? ¢Como
darnos cuenta en qué momento debemos detener @tsprosi es que logramos
convertir al conjunto S en un arco? Afortunadamentiemos dar una respuesta, ya que
existe una manera de identificar un arco en térsnide puntos simples, y es la
siguiente.

Teorema 3.16:

Un subconjunto § Il es un arco = es simplemente conexo y tiene exactament¢ dos
puntos simples.

Demostracion

Supongamos que S es el arco formado por los p&#gitd%, ..., R. Solo probaremos la
siguiente implicacion, para el caso en que S seaam4N:

=)

De la Proposicion 3.6, sabemos que S es simplemengxo.

Como R y B, tienen exactamente un vecino en S, éstos son Ppuimales. En
consecuencia, de la Proposiciéon 3.14 c), resukaagubos puntos son simples.

Por otro lado, si & i< n-1, R.; y R+ 1son los dos Unicos vecinos 4N degBe estan
en S. Luego,



SANP)={Pi1,R,R+1} tiene una sola componente 4N conexa.
SN [INP)—={P }]={Pi1i,R+1} tiene dos componentes 4N conexas.

Por lo tanto, de la Proposicion 3.13 a) se tiereeRjno es simplem

Del Teorema anterior podemos afirmar que debemienheeel proceso de eliminacion
de puntos simples cuando so6lo le queden al conplwgale ellos, pues asi lo habremos
reducido a un arco.

Esto lo podemos lograr si eliminamos todos los gargimples del conjunto, salvo
aguéllos que son “puntos finales”, debido a quesésbn los candidatos a ser los dos
puntos simples del arco.

De lo anteriormente expuesto podemos elaborageiesite algoritmo:

Algoritmo para afinar un conjunto simplemente conex

Sea S un subconjunto simplemente conexo de unaemdigital de M x N pixeles.
Consideramos conectividad 4N para S. Entonces

Parai=1 hasta N hacer
/ Para j =1 hasta M hacer
P=(1)
e Si Bl S entonces
~Si P es un “punto final”, noreinarlo.
Sino
Si 8 N(P) tiene la misma cantidad de componentes 4lé)as que
8 [N(P) — {P}] entonces eliminar P pues es un pwitople.

Fin Si

\. FinSi
\_ Fin Si

En caso de considerar conectividad 8N para S,gariho es similar. El siguiente
ejemplo ayudara a comprender como se lleva a cabfinamiento para este tipo de
conjuntos.
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Ejemplo 3.13

Sea el siguiente conjunto simplemente conexo pectente a una imagen digital de
6 x 6 pixeles definido por:

S={3.2), (4.2), (5,2), (2,3), (3,3), (4.3), (3.8.4), (4,4), (5.4)}
1 2 3 4 5 & 1T 2 3 4 5 6

1| Q0o oo 0
ORoN N X N¢
N B N N N
OCCeeeo
OCoC OO0
CoOoOo0O0

Pt

L

L=z B

1
2
3
1
5
6

Considerando para S conectividad 4N, aplicar elokli@étde Afinamiento a fin de
reducirlo a un arco.

Resolucion:

Comenzaremos recorriendo el conjunto S por filgmrér de la primera columna.
El primer punto que encontramos es P = (3, 2). Bstes un punto final, de modo que
calculamos:

S N(P) ={(3,2), (4,2), (2,3), (3,3), (4,3)} tieruna componente 4N conexa.
SN [N(P) —{P}] ={(4,2), (2,3), (3,3), (4,3)} tienena componente 4N conexa.
Luego P es simple, con lo cual procedemos a elioindarcaremos sobre él un

circulo, para indicar que ha sido borrado, segimwgestra en la figura:
12 3 456

1|00000O0
2| CO(@e @0
Ceeeer
OCCeeeO
000000
000000

S

=T I

Analisis para P = (4, 2)
S N(P) ={(4,2), (5,2), (3,3), (4,3), (5,3)} tie una componente 4N conexa.
SN [N(P) —{P}] ={(5,2), (3,3), (4,3), (5,3)} tienena componente 4N conexa.

En consecuencia, P también es simple y lo elimisamo
12 3 456

O
®
®
®
®
O

O
O
O
O
O
O




Anadlisis para P = (5,2)

S N(P) ={(5,2), (4,3),(5,3)} tie una componente 4N conexa.
SN [N(P) —{P}] ={(5,2), (4,3),(5,3)} tienena componente 4N conexa.

Luego P también es simple y lo eliminamos.

Andlisis para P = (2,3)

Este es un punto final, pues tiene so6lo un vechi@# el nuevo conjunto, que es (3,3).
Por lo tanto no lo debemos eliminar.

Andlisis para P = (3,3)

SN N(P) ={(3,3), (2,3), (3,4), (4,3), (4,4)} iehe una componente 4N conexa.
SN [N(P) —{P}] ={(2,3), (3,4), (4,3), (4,4)} tiee dos componentes 4N conexas.

Por lo tanto P no es simple y por esta razén mtifginamos.

Andlisis para P = (4,3)
S N(P) ={(4,3), (3,3), (3,4), (4,4), (5,3), (5,4)} tiene una componente 4N conexa.
SN [N(P) — {P}] ={(3,3), (3,4), (4,4), (5,3), (5,4)} tiene una componente 4N conexa.

Luego P es simple y lo eliminamos.
12 3 4 5 6

11 CCo0o o

|0 e@es
OReN N N N¢

O CRONONONS!
COooO0Co0

Lt

=T

Analisis para P = (5,3)

Es un punto final, ya que tiene (5,4) es el Uniegino 4N que tiene en el nuevo
conjunto. Por lo tanto no lo eliminamos.

Se puede verificar que los restantes puntos (314) vy (5,3) no son simples. De este
modo, hemos reducido el conjunto S al siguiente:arc

COoOoC00O0
COoOoCo0

1 2 3 4 5 6 1.2 3 45 6
1 1 | OO 0o o0
2 2100000
3 EeE N NN e’
4 SRR N N Ne
5
6

[=r S T
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Afinamiento de conjuntos conexos con un solo agwer

Dado un subconjunto 31 conexo y con un solo agujero, quisiéramos también
transformarlo en un conjunto que sea lo “mas delgaosible”, sin que pierda la
propiedad de “conexion” y que, ademas, siga temiemdsolo agujero. Sabemos que las
curvas son los conjuntos mas delgados que son @snegue tienen sélo un agujero.
¢ Podriamos adelgazar al conjunto, hasta reducin@aurva?

Nuevamente, valiéndonos de la Proposicién 3.14adjemos que silPS es un punto
simple, entonces S — {P} sigue siendo conexo. Rarlado, de la Proposicion 3.13 e),
S-{P}=S U {P} tiene la misma cantidad de componentes conexasSques decir,

S — {P} sigue teniendo un solo agujero. Ahora,lisni@amos todos los puntos simples,
¢lograremos convertir al conjunto S en una curvalfziRente podemos dar una

respuesta, ya que existe una manera de identdicara curva en términos de puntos
simples, y es la que se enuncia en el siguientesTren

Teorema 3.17:

Un subconjunto § 1 es una curva= es conexo, tiene exactamente un agujero y no
tiene puntos simples.

Demostracién

Saolo probaremos la siguiente implicacion, paraagebcen que S sea una curva 4N:

=)

Por definicién de curva, S es un conjunto conexw.d®o lado, de la Proposicion 3.9

resulta que S tiene exactamente un agujero. Lasteacion de que la curva no tiene
puntos simples es similar a la del Teorema antepises cada punto de la misma tiene
exactamente dos vecinos 4N que estan am S.

Observacion

El teorema anterior puede dejar de ser cierto sbesidera una curva 8N con solo tres
puntos. Por ejemplo, el conjunto S = {(2,3), (2(3)2)} es una curva 8N y facilmente
se puede comprobar que todos sus puntos son simples

1 2 3 4

Del Teorema anterior podemos afirmar que debenimsnalr todos los puntos simples
del conjunto, pues asi lo habremos reducido a unac
Lo anteriormente expuesto nos lleva a elaboragalente algoritmo:
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Algoritmo para afinar un conjunto conexo y sin ageljos

Sea S un subconjunto simplemente conexo de unaemdigital de M x N pixeles.
Consideramos conectividad 4N para S. Entonces

Parai =1 hasta N hacer
[ Para j =1 hasta M hacer
P=(,J)
o Si B S entonces

Si 8 N(P) tiene la misma cantidad de componentes 4)a@s que

8 [N(P) — {P}] entonces eliminar P pues es un psitople.
Fin Si
N~ Fin Si

\ Fin Para

K Fin Para

En caso de considerar conectividad 8N para S,gekiho es similar. Finalizaremos
este capitulo con un ejemplo que mostrara la mateedinar este tipo de conjuntos.

Ejemplo 3.14

Considere el siguiente conjunto conexo y con urjeaguperteneciente a una imagen
digital de 6 x 6 pixeles definido por:

S ={(2.5), (2.4, (2.3), (2,2), (3,2), (4.2), &, (4,4), (3.4)}

1 2 3 45 6 123456

OO COo00
O N N NONe
O Ol NN
O N N EoNe
O _NONCRONS
OO COo00

T o P =
[=r IS I = R

Considerando para S conectividad 4N, aplicar elodigétde Afinamiento a fin de
reducirlo a una curva.
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Resolucién:

Comenzaremos recorriendo el conjunto S por filggrér de la primera columna.
El primer punto que encontramos es P = (2, 2).Iaicos:

SN N(P)={(2,2), (3,2), (2,3)} tiene una commrie 4N conexa.

SN [N(P)-{P}] ={(3,2), (2,3)} tiene dos compontas 4N conexas.

Luego P no es punto simple y por lo tanto no lmelamos.

Repitiendo el analisis para los puntos (3, 2),)(42 3), (4, 3), (2, 4), (3,4)y (4,4), se

puede verificar que ninguno de ellos es simpl&gmamor la cual no los eliminamos.
Finalmente, si P = (2, 5) entonces

SN N(PP)={(2,5), (2,4), (3,4} tiene una coomente 4N conexa.

SN [N(P)-{P}]={(2,4), (3,4)} tiene una compentes 4N conexa.
Luego P es punto simple y en consecuencia lo ehimas.

1.2 3 4 5 6

1|20 0000

NN N N NeoNe

o8 NN NeNe

S N B NSNS

O(®)0 000

ONONONSNONS

(=%

(=T L,

De este modo, hemos reducido el conjunto S laegeicurva:

1 23456 12345356
1 | 0O OO0
ANGN N N NeNe
N _BON NN
Ceee®CO
ONGRORINGNS
ONONONONONS

Gl

& N

O s e R ==

En el capitulo siguiente, basados en los resultatesarrollados en este trabajo,
describiremos el Algoritmo BF4/BF8, el cual pernditidentificar y recorrer la frontera
de un subconjunto de una imagen digital.



Capitulo 4

El algoritmo BF4 / BF8
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Capitulo 4: El algoritmo BF4 / BF8

Durante el procesamiento de imagenes digitalestezxisituaciones en las cuales un
objeto puede ser reconocido a través de su boateejmplo, en el futbol de robots,

para localizar y mover la pelota sélo se necesigmtificar y recorrer el borde de la

misma.

En este capitulo mostramos un algoritmo que pead@miticorrer el borde de un objeto.
También probaremos que este algoritmo es validwiag a los resultados tedricos del
capitulo anterior. Explicaremos, ademas, cdmo r&coin el objeto a partir de su borde.
Pero primeramente debemos definir el concepto dedd3 de un subconjunto de una
imagen digital. Como vimos en el Ejemplo 2.3 depi@ido 2 (pag. 26), la “frontera”

de un subconjunto, segun la topologia de la imaigital [1, puede no coincidir con la
nocion intuitiva de “borde”. Por esta razon introdemos la siguiente definicion:

Definicion 4.1: Borde de un subconjunto de una imaxg digital.

Dado un subconjunto S de una imagen digitdl el “borde de S”, quelo
simbolizaremos por Borde(S), es el conjunto degsude S que tienen vecinos 4! | en

S.

También se podria definir una frontera o borde grasso, compuesto por los puntos

que tienen vecindad 8N eB. Pero la definicion basada en vecindad 4N es la
generalmente utilizada. El siguiente ejemplo imgtste concepto.

Ejemplo 4.1

Sea S el conjunto de pixeles negros de la imaggaldijue muestra la figura:
1 2 3 4 5

@O dm L RS =

7

Se observa que (3,3) y (3, 5) son los Unicos péx@deS que no tienen vecindad 4N con
S.Por lo tanto, Borde(S) es el conjunto de pixelegagque se indican a continuacion:

1 2 3 4 5

= @ M = L P =
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El borde deS consta, en general, de muchas partes, yaSjpeede tener varias
componentes conexas, y cada una de ellas puedermose agujeros. Por esta razon,
determinaremos la frontera de cada componente @ $especto a cada componente

de S. Previamente necesitaremos la siguiente definicion

Definicion 4.2: Borde de una componente con resmeet una componente de |u
complemento.

Sea C una componente conexa de S y D una compaueraea deS. El borde de
con respecto a D es el conjunto definido por

Cp ={P OC : P tiene al menos un vecino 4N en D

Ejemplo 4.2

Sea S el conjunto de pixeles negros que figura sigliente imagen digital:
1 2 3 4 5

= @ M = Ly =

En este caso, si consideramos conectividad 8N Bayaconectividad 4N para su
complemento, tenemos:

Componentes 8N conexas detfay una pues S es 8N conexo. Es decir, S = C.
Componentes 4N conexas & Hay tres: @ =Fondo (S) , = {(3,3)}, Ds={(3,5)}

Luego,Cp,, ={(3,2), (2,3), (4.3), 3. 4)}C;, = {(3:4), (2,5), (4.5), (3.6)}.

Presentaremos a continuacion el Algoritmo BF4, grrenitird hallar el borde &£

El Algoritmo BF4

Este algoritmo considera conectividad 4N para C opectividad 8N para D.
Supondremos que C tiene mas de un punto y que datooinicial se nos da un par
ordenado de puntos (R)) donde PRI C, @ L0 D y R es vecino 4N de £

El algoritmo especifica como obtener un nuevo Pai,(Q+1) a partir de (R Q), con
P+.0C , Q0D y P41 vecino 4N de ;. De este modo se visitaran todos los puntos
del bordeCp.

Explicaremos mas detalladamente su funcionamiento:
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Funcionamiento del Algoritmo BF4
Inicializamos el valor i = 0 y consideramos losaodainiciales L1 Cy @ LID con
Py vecino 4N de @
Tomamos los vecinos 8N d¢ Brdenados en sentido horario y comenzando ¢on Q
A estos vecinos los llamaremog R Q, Ra,...., Rs.
Seaj=min{k : R¢ OC O Rixes vecino 4N de Pi}
Consideremos R
Si R .1 U D entonces definir
R+1=Rjj
Q+1=Rija
Sino (es decir, sijR. 0 D) definir

{ R+1= Rij1
Q+1=Rjj2
Incrementar en 1 el valor de i.

\ Repetimos el proceso hasta que Py Q = Q.
De este modo, £= {Po, P, P,,....}

El siguiente ejemplo ilustrard como aplicar el Algoo BF4.

Ejemplo 4.3

Sea S el conjunto de pixeles celestes de la siguimagen digital:
1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

Considerando conectividad 4N para S 'y conectivmq:)araé, tenemos que S tiene
dos componentes 4N conexas, que son:

C={23),(24), 25).8} vy G={G2} _

Por otro lado,S tiene una sola componente 8N conexa, es dgeif-ondo(S) = D.
Aplicar el Algoritmo BF4 para determinarpCtomando como dato inicial {PQy)
donde R=(2,4)y Q=(1,4)

Resolucion

Primer Paso

En este caso,oP= (2,4) y @ = (1,4). Tomamos los vecinos 8N dg Brdenados en
sentido horario y comenzando cop Q



A estos vecinos los llamamogiR: Qy, Roa,...., Rog, Segun se muestra en la siguiente
figura:

02 03 04

4 01 05

08 07 06

Observamos queogies el primero de estos vecinos 8N que estad engGrga@no 4N de
Po.Como R[] D, tomamos

P1=Ro3=(2, 3)

Q1=R2=(1, 3)
Como Rz Py @ # Qo, el proceso continta.

Segundo Paso

Ahora consideramos P (2,3) y Q = (1,3). Tomamos los vecinos 8N dg &denados

en sentido horario y comenzando con Q

A estos vecinos los llamamosiR Q, Riy,...., Rig, Segun se ve en la siguiente figura:
1 2 3 4

1

12

13

14

R
1

—L-U

15

R
18

17

16

6

En este caso, 1Res el primero de estos vecinos 8N que esta en £we@no 4N de
P:.Como Rl D, tomamos

P2 = R17 = (2, 4)
Q2=Ris=(3, 4)
Como B-P, pero Q #Qo, el proceso continua.

Tercer Paso

Tomamos P= (2,4) y Q = (3,4). Consideramos los vecinos 8N de d?denados en
sentido horario y comenzando cop Q
A estos vecinos los llamamosiR Q, Ry, ...., R, segun se observa en la figura:



R
26| 97| 28

24 23 22

Ahora, Rses el primero de estos vecinos 8N que estd engCQvg@no 4N de £FComo
Ro,U D, tomamos

P:=Rx»=(3,5)

Q:=R1=(3,4)

Como Rz Py y @ # Qo, el proceso continta.

Cuarto paso

Tomamos P= (3,5) y Q = (3,4). Consideramos los vecinos 8N de d*denados en
sentido horario y comenzando cog Q

A estos vecinos los llamamos;R Q, Rsy,...., Rss, segun se ve en la figura:
1 2 3 4

()
. R |R |R
38 31 32
2 Rz B R4
6 R |R_|R

36 35 34

Ahora, Ry es el primero de estos vecinos 8N que esta engQvga@no 4N de £Como
Rs6l] D, tomamos

P4: %7: (2, 5)
Q4= Rgs= (2, 6)

Como Rz Py y Qs # Qo, el proceso continta.



Quinto Paso

Tomamos P= (2,5) y Q = (2,6). Consideramos los vecinos 8N de d?denados en
sentido horario y comenzando cop Q
A estos vecinos los llamamos R Q4, Ray,...., Rug, SegUNn se muestra en la siguiente
figura:

1 2 3 4

+ | Ry R45 R4ﬁ

P
5| R N R

43 47

6 | Rap R41 R43

=2

Ahora, Rises el primero de estos vecinos 8N que esta engCvga@no 4N de PComo
R44] D, tomamos

P5 = R45: (2, 4)
Qs=Rus=(1, 4)

Como R=Py y @ =Qo, el proceso se detiene.

Luego, el conjunto {R, Pi, P>, P5, P4} es ciertamente £ como era de esperar.
1 2 3 4

P
3 1
P =
1 0 Fé
P
5 . P3
6

En el ejemplo anterior se comprobo que el AlgoritBte4 visita y obtiene todos los
puntos de §. Pero ¢cdmo podemos probar analiticamente quecigescia de puntos
{Po, P1,... } es efectivamente el conjuntg® La siguiente Proposicion lo demuestra.
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Proposicion 4.1

Sea S un subconjunto de una imagen digital Consideramos conectividad 4N pdra
S mientras que, par8, conectividad8N. Sea C una componente 4N conexa de § con

al menos dos puntos, D una componente 8N cone?ﬁa)deib es el conjunto definid
por

O

Cp ={P OC : P tiene al menos un vecino 4N en D

Sea B C,Qy J D con R vecino 4N de @ Si{Po, P1,...} L{ Qo, Qi..} es la
secuencia de puntos obtenidos mediante el AlgofRbentonces

a){Po,Py,...} 0Cp L {Qo Q...} OD

b) B es vecino 4N de;(parai =0, 1,....

C){Po ,Pl,...} = CD

Demostracion

Probaremos a) y b) aplicando el Principio de Ingutsobre “n”, la cantidad de puntos
obtenidos mediante el Algoritmo BF4.

Paran=1

Tomamos los vecinos 8N dg,Brdenados en sentido horario y comenzando gon Q

A éstos los llamamosgr= Q, Roa,...., Rs.
Observemos quegRes vecino 4N dedi y solo si “k” es impar. Sea

j=min{k : Rox JC 0 Rypkes vecino 4N dedp
Notemos que R existe, pue es 4N conexo y tiene mas de un punto. Advertimos,

ademas, que “|” es impar.
'EI_I—E
Q"O Q an 1
= nO 0@ ORﬂJ

&0

Figura 4.1: Posible disposicion de los puntas, RRyj2, Roj1 Y Ryj-

Se presentan dos casos:
1) Si Ryj-1 U D entonces definimos
P1: Roj
Q1=Roja

Obviamente, QU D, P;0 Cp O Piesvecino 4N de @

2) Si Ryj-1 0 D entonces
Como -2 es impar, 32 es vecino 4N deP
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Luego podemos asegurar qug-R1 S, pues si perteneciera a este conjunto, al estar 4N
conectado condg>deberia estar . Pero esto esnposible ya que fRes el primero de
los vecinos 4N deRjue esta efs.

En consecuencia,oR2 [ S. Mas atn Ry -2 0 Dyaque Q= R, Ros,...,Roj-2€s un
camino 8N erS que conecta gxon R .
Por otro lado, Rj.1 O S pues si lo estuviera, estaria conectado coa Qaves del

camino 8N enS definido por Q = Ro, Ros,...,Roj- 2 Roj-1, pero esto no es posible
debido a que .10 D.

Por lo tanto, R; .10 S. Pero también R; .1[] C pues esta 4N conectado cof P
mediante el camino PRy, Roj-1. De este modo, definimos

Pi=Roj-1
Q1=Roj-2
Claramente QU D, P;0 Cp O Pies vecino 4N de @

Supongamos, por hipétesis inductiva, qug f®,...P.} U Cp L {Qo, Q1,...Qn} LD
y que ademas ; Bs vecino 4N de Qarai=0, 1,...,n.

Veamos para n+1

La verificacion de que (0 D, R0 Cp [ P 41 es vecino 4N de i es
exactamente igual al caso n = 1.

Probemos ahora el inciso c)

Podemos afirmar que el funcionamiento del AlgoritBte4 no se ve afectado si todos

los puntos ds, excepto aquellos de y del Fondo(S),se transfieren ds as, por lo
que, sin pérdida de generalidad, podemos suporeet ¢jgne a lo sumo un agujero.
De este modo se presentan dos situaciones:

1) SiC es simplemente conexo

En este casb = S. Aplicaremos el Principio de Induccidn sobre “n”,degir, sobre la
cantidad de puntos que tie@Ge

Paran=2

El conjuntoC esta formado por dos puntos, o $e&; {a, b}
ComoC es 4N conexoa y b son vecinos 4N. Los demas vecinos 4Nageb estan en

S, pues si estuvieran &) pertenecerian@ (ya que estan 4N conectadmmay b), lo
cual es imposible puégstiene sélo dos puntos.

Por lo tantoCp = C ={a, b}

Tomando B = a, el Algoritmo BF4 permite obtener;B Cp. En consecuencia,
{Po, Pi} O Cp ={a, b}, de donde resulta que §{PP}= Cp.

Supongamos, por hipétesis inductiva, qu€ g una componente simplemente conexa
y tiene “n” puntos, entonc&Sp es el conjunto formado por los puntog{P;,...} que
resultan de aplicar el Algoritmo BF4 al conju@o

Veamos para n+1

Si C tiene (n+1) puntos, com@ es simplemente conexo, de la Proposicion 3.15
sabemos que€ tiene un punto simple. Luego podemos escribir
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C=BU{P}
DondeB = C — {P}

Si definimosB p = {bLIB: b tiene al menos un vecino 4N Bh
Entonces

o= B, si P no tiene vecinos 4N D
°"1B,U {B siP tiene algtin vecino 4N en

Se presentan los siguientes casos:

1.a) SiP tiene algun vecino 4N e entonces aplicamos al conjur@oel primer paso
del Algoritmo BF4, tomando como par inicial &,(By) donde B = P. De este modo
obtenemos el par {PQ:) con R0 C — {P} = B. A continuacién aplicamos nuevamente
el algoritmo al conjunt®, tomando ahora como par inicial a,(B;). De este modo se
obtienen los puntos {PP;,...}.

Por otro lado, de la Proposicion 3.14 d) y B)sigue siendo conexo y simplemente
conexo. Como ademas tiene “n” puntos, de la himdtésductiva resulta que
{P1, P,,...}= Bp. Por lo tanto,

Co=Bp U{P}={Py1, P,,...} U{Pg}={Po, P, P,,...}
1.b) Si P no tiene vecinos 4N eD entonces aplicamos B el Algoritmo BF4

comenzando con un par inicialo(RQ) donde BLIB. De este modo obtenemos los
puntos {R, Pi,...}.Por hipoétesis inductiva resulta qBe = {Po, P1, P,...}.Luego,

CD = BD: {Po, Pl, Pz,...}.

2) SiC tiene exactamente un agujero

En este casd tiene dos componentes: Ebndo(S) y el agujero. Llamamo® a
cualquiera de estas componentes. Se presentaasius

2.a)C es una curva

De la proposicion 3.12 sabemos dlie Cp
TomemosPU C, entonces
C=BU{P}

DondeB = C — {P}. LuegoCp = By, U{P}= B U{P}

Aplicamos al conjunt@ el primer paso del Algoritmo BF4, tomando comoipaial a
(Po, Q) donde B =P. De este modo obtenemos el par, @) con Rl C —{P} =B.
A continuacion aplicamos nuevamente el algoritmooaljuntoB, tomando ahora como
par inicial a (R, Q). De este modo se obtienen los puntos BB,...}.
Por otro lado, com® es un arco, de la Proposicién 3.6 sabemos quengsemente
conexo. En consecuencia, de lo recientemente deadosen la situacion 1), resulta
{Pl, Pz,...}: BD.
Por lo tanto,

CD = BD U{P} = {Pl, Pz,...} U{Po}: {Po, Pl, Pz,...}

2.b)C no es una curva

Para este caso aplicaremos el Principio de Indocsidre “n”, la cantidad de puntos
simples que tien€.



Paran=1

SeaP el Unico punto simple d€. Nuevamente expresamos a este conjunto de la
siguiente manera:

C=BU{P}
DondeB = C — {P}
En este caso,
B, si P no tiene vecinos 4N D
Cp= o , .
B,U {P siP tiene algiin vecino 4N en

Observemos que, por las Proposiciones 3.14 €)3/6,B sigue siendo conexo y con
un solo agujero. Por otro lado, del Teorema 3.%ult& queB es una curva.

2.b.1) SIP no tiene vecinos 4N db entonces, al aplicar a la cuBael Algoritmo BF4,
la secuencia de puntos obtenida verifica, por @sn2.a), queBp = {Po, P1, Ps,...}.
Por lo tanto,

CD = BD: {Po, P]_, Pg,...}.

2.b.2) SiP tiene algun vecino 4N €D, la demostracion es similar a la efectuada en el
caso 2.a).

Supongamos, por hipoétesis inductiva, qQUE &S una componente conexa con un unico
agujero y tiene “n” puntos simples, enton€as = {Py, P1,...} donde B, P,... es la
secuencia de puntos obtenida al aplicar el AlgariBR4 al conjuntcC.

Veamos para n+1

Si C tiene (n+1) puntos, tomemos un puReimple. Nuevamente expresamo€ ae
la forma

C=BU{P}
DondeB = C — {P}

El resultado sigue de aplicar la hipétesis indactad conjuntoB, siguiendo un
razonamiento similar a lo demostrado en los casysyll.b)=

En la proxima seccién enunciaremos el Algoritmo Bii8 también permitira hallar el
borde G.

El Algoritmo BF8

Este algoritmo, muy similar al BF4, considera conetad 8N para C y conectividad
4N para D. Aqui simplemente; Res el primero de los puntos R Ru,...., R g que
pertenece a C. De este modo se define

P+1=Rij
Qii=Rij1

El detalle de su funcionamiento se indica a comitin:
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Funcionamiento del Algoritmo BF8
Inicializamos el valor i = 0 y consideramos losadainiciales L1 Cy @ LID con
Po vecino 4N de @
» Tomamos los vecinos 8N dg Brdenados en sentido horario y comenzando ¢on Q
A estos vecinos los llamaremog R Q, Ra,...., Rs.
Seaj=min{k: R« OC}
Consideremos iRy definimos
R+1=Rjj
Q+1=Rjj1
Incrementar en 1 el valor de i.

\. Repetimos el proceso hasta que Py Q = Qo.
De este modo, £= {Po, P, P,,....}

La demostracion de que efectivamentg € {Po, P, P,,....} es muy similar a la
efectuada en la Proposicién anterior.

¢, Como es almacenado el borde de un conjunto dede&bordenador?

Una de las grandes ventajas que ofrece el AlgoiBF¥/BF8 es que permite almacenar
el borde de un conjunto ocupando un espacio muyciéd en la memoria del
ordenador.

Mas precisamente, dado que los sucesivabtenidos por BF4 o BF8 son vecinos 8N,
podemos especificar el borde @econ respecto ® dando la posicion inicial degRy
una cadena de numeros de 3 bits (que en sistermaall@epresentan valores enteros
comprendidos entre “0” y “7”) que indican la poéitide R, con respecto a P

Uno de los cddigos mas utilizados para construghali cadena es el llamado
“Cédigo Cadena’; en el cual el cdédigo “k”, asociado al punte;Pindica girar un
angulo de 45 k grados alrededor deyRen sentido anti-horario, como lo ilustra la
siguiente figura:

¢o9 G
0 f® oo

o000

5 6 7

Figura 4.2: Cédigo Cadena para determinar la posicae R.; con respecto a;P

Por ejemplo, si A, tiene el codigo “3”, significara que éste esté&ald en la siguiente
posicién con respecto & P
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Figura 4.3: Posicién de & con respecto a;en caso de tener asociado el codigo cadena 3.

Obviamente, el codigo cadena dei@era “4”. El siguiente ejemplo ilustrara ain mas
este concepto.

Ejemplo 4.4

Al aplicar el Algoritmo BF4 a una componente C de umagen digital de 5 x 7
pixeles, se obtuvo su border.CLa informacion del mismo fue almacenada en el
ordenador mediante el punto iniciaFFR(2,4) y el Codigo Cadena (1, 1, 7, 7, 4, 4, 4).
Reconstruir @ a partir de estos datos.

Resolucion

Como el Cddigo Cadena consta de siete elementbsy@d G es el conjunto formado
por los puntos P, P,,....,”, los cuales fueron obtenidos al implementar ebAtgo
BF4. De este modo,;Riene asociado el codigo “1", 8l cédigo “1”, R el cédigo “7”
y asi sucesivamente.
Primeramente, ubicamos en la imagen digital ellffxe (2,4) segun indica la figura:

1 2 3 4 56 T

N o L R =

Como R tiene codigol, éste se encuentra en la siguiersieipn relativa a §

o o oh

FI
o @0
o oo

Luego, R queda representado dentro de la imagen digit& siguiente manera:

1 2 3 4 5 6 7

N o= Wy -
5
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Ahora, como Ptiene codigol, éste se encuentra en la siguiesieipn relativa a P

g

oo 0

OPO
@0
OO

Por lo tanto, la representacion dedentro de la imagen digital es:
1 2 3 4 56 7

P
2

N o W P =

Como R tiene codigo7, éste se encuentra en la siguiersieipn relativa a P

Y su representacion es:

wy

ok L =
i

Aplicando la misma metodologia para los puntosardgss, resulta que el bordg €s
1 2 3 4 56 7

N ok L P ==

¢, Como reconstruir un conjunto a partir de su borde?

Para reconstruiC a partir de su borde, necesitamos conocer el @gudtos inicial
(Po, Qv) (proveniente de aplicar el Algoritmo BF4/BF8) ly@digo Cadena de cada
bordeCp. De este modo se podran obtener facilmente lotoputeCp asi como una
banda erD adyacente &p, para cadd. Una vez logrado esto, es facil “colorear” el
interior deC. Notemos que si no hubiéramos marcado los puntgpgeDson adyacentes
a C, no hubiera sido facil decidir de qué ladoaleurva encontramos el interior o el
fondo de la imagen. El siguiente ejemplo mostraraahacerlo.



Ejemplo 4.5

Sea S el conjunto de pixeles celestes de la siguimagen digital:
1 2 3 4 56 7 8

= @ N o ) =

Considerando conectividad 8N para S 'y conectivi@&{cbaraé, tenemos que S es 8N
conexo. Luego, S tiene una Unica componente. Bg dec
S=C.
Por otro ladoS tiene dos componentes 4N conexas:
D1 ={(4, 5), (5, 5)}0 D2 =I1-S - D1= Fondo(S)

En este caso, Borde(S) 54J Cp2
a) Aplicar el Algoritmo BF8 para determinap{tomando como dato inicial {PQy)
donde R=(3,5) y Q = (4,5). Determinar, ademas, el Cédigo Cadenaadoa G;.

b) Aplicar el Algoritmo BF8 para determinap£ tomando como dato inicial {PQv)
donde R=(2,4) y Q = (1,4). Determinar, ademas, el Cédigo Cadenaadoa G..

Resolucion

Primer Paso

Tomamos los vecinos 8N dg,Brdenados en sentido horario y comenzando gon Q
A estos vecinos los llamamogiR: Qy, Roa,...., Rog, Segun se muestra en la siguiente

figura:
1 2 3 4 5 6 7 8

4 Ros| Ror| Rog
P

5 Rys s R01

6 Ryy| R..| R

Observamos que gres el primero de estos vecinos 8N que esta en CloP@anto
tomamos

P]_ = Roz = (4, 6)

Q1=Ro1=(4,5)
En este caso, el Codigo Cadena ged>7”, mientras que el de;@s “0” (notemos que
“0” es el numero que le sigue al “7")
Como Rz Pyy Q1 =Qq, el proceso continda.
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Segundo Paso
Ahora consideramos, B (4,6) y Q = (4,5). Tomamos los vecinos 8N dg &denados

en sentido horario y comenzando con Q
A estos vecinos los llamamosgiR Q, Riz,...., Ris, Segun se ve en la siguiente figura:

1 2 3 4 5 6 7T 3

3 R111 R11 R12
R_| p

6 17| 5 | By
R

7 16| Pus| Paa

En este caso, Res el primero de estos vecinos 8N que esta en&gyd_lomamos
P2 = R13: (5, 6)
Q2=Ri2=(5, 5)

En este caso, el Cddigo Cadena gde$>*0”, mientras que el de;@s “1” (pues “1” es
el nimero que le sigue al “0”)

Como Bz Py y @ #Qo, el proceso continda.

Tercer Paso
Tomamos P= (5,6) y Q = (5,5). Consideramos los vecinos 8N de d*denados en
sentido horario y comenzando cop Q

A estos vecinos los llamamosiR Q, Ry, ...., Res, Segun se observa en la figura:
1 2 3 4 5 6 7 8

] R?ﬂ R‘_J‘1 R'_r_)
6 Rzl B | Ry
7 R?ﬂ R?S R24

Ahora, R es el primero de estos vecinos 8N que esta enrdo Ranto
P;=Ry, = (6, 5)
Q3=R1=(5, 5)

El Codigo Cadena de;s entonces “1”

Como Rz Py y @ # Qo, el proceso continta.



Cuarto paso
Tomamos P= (6,5) y Q = (5,5). Consideramos los vecinos 8N de d?denados en

sentido horario y comenzando cog Q
A estos vecinos los llamamosgiR s, Rsy,...., Rss, Segun se ve en la figura:
1 2 3 4 5 6 7 8

33 34
R

3 kL Pa R35
R

6 38| Ri7| Ryg

Ahora, Res el primero de estos vecinos 8N gque esta en €Colsecuencia

Ps=Rs2= (5, 4)
Qs=Rs1=(5,5)

En este caso, el Codigo Cadena ged3".
Como Rz Py y Qs #Qo, el proceso continta.

Quinto Paso

Tomamos P= (5,4) y Q = (5,5). Consideramos los vecinos 8N de d?denados en

sentido horario y comenzando con Q
A estos vecinos los llamamosiR: Qi, Raz,...., Rus, Segln se muestra en la siguiente

figura:

1| 45| a6
R P
4 s| 1 | Ra
R
5 az| Ry | Ryg

Ahora, Rizes el primero de estos vecinos 8N que esta enrdo Ranto
P5 = R43 = (4, 4)
Qs =Ri2=(4, 5)

El Cédigo Cadena de;les “4”

Como Rz Py y @ =Qo, el proceso continua.
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Sexto Paso
Tomamos P= (4,4) y Q = (4,5). Consideramos los vecinos 8N de d?denados en

sentido horario y comenzando con Q
A estos vecinos los llamamosiR @, Rs,,...., Rss, Segun se muestra en la siguiente
figura:

1 2 3 4 5 6 7 8

54 55 56

57

R
52 51 58

Ahora, R,es el primero de estos vecinos 8N que esta enégyd_u

PG = R52: (3, 5)
(96 = FQ51 = (ll1 ES)

Como R=Py y Qs =Qo, el proceso se detiene.

De esta manera, el borde de C con respecto a D1 es

Co1 = {Po, Py, P, Ps, Py, P5}
El mismo quedara almacenado en la memoria del adigna través del par inicial
(Po, Q) donde B=(3,5), Q= (4,5) y el Cédigo Cadena (7, 0, 1, 3, 4).

Observacion
Es muy facil obtener el Cédigo Cadena de,{Q,, Qs, Qs, Qs}. Este es {0, 1, 2, 4, 5}
ya que el codigo de;@s el consecutivo de.P

b) El procedimiento es similar al del inciso a). ¢&cuencia de puntos resultantes se
muestra a continuacion:

1 Q
3
2 Q,(P [P |Q
2|3 4
3 01 P1 Ffi 05
1| Qg R P5
P
5 P(J - Qs
6 09 F:; F;' Q7
7 Q
8
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En la memoria del ordenador,p£quedard almacenado a través del par inicial
Po=(2,4), @=(1,4) y el Cbdigo Cadena (1, 1,0, 7,7, 5,3).

En el siguiente ejemplo mostraremos como recomséluconjunto S a partir de su
borde, tal como lo llevaria a cabo el ordenador.

Ejemplo 4.6

En el ejemplo anterior, reconstruya el conjuntodauir de su borde.

Resolucion

Sabemos que

Borde(S) = G1 U Co2
Recordemos que el ordenador almacena, para cgdal @ar inicial (B, Q) Yy su
correspondiente Cadigo Cadena. Lo que haremos aimante es dibujar g2y Coa,
junto con los puntos de D1 y D2 que son adyacemt€s Es decir, representaremos
también los puntos 2Q,....que se obtuvieron mediante el Algoritmo BF8.

Representacion dese

En este casoo® (3,5), @ = (4,5) y su correspondiente Codigo Cadena €3, (7,3, 4).
Como el Cdédigo Cadena consta de cinco elementobporle G es el conjunto
formado por los puntoso)PP,, Ps,....,Rs,. De este modo,;Riene asociado el cédigo “7”,
P, el cédigo “0” y asi sucesivamente.
Primeramente, ubicamos en la imagen digital loep& = (3,5) y Q = (4,5). Los
pixeles de &; los representaremos de color celeste, mientradogude D1, de color
gris, segun indica la figura:

1 2 3 4 56 7 8

=] @ N ke W R =

Como R tiene cddigo "7, Qtendra cddigo “0” (pues es el consecutivo de “Lllego,
éstos se encuentran en la siguiente posicionvalatk:

Luego, Ry Q; quedan representados dentro de la imagen digiti siguiente manera
(en este caso oincide con Q:
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1 2 3 4 56 7 8

@y

=] @M = D R ==

1

Ahora, como Ptiene cddigo “0”, Qtiene codigo “1”. De este modo, se encuentran en
la siguiente posicion relativa a:P

o o el

C @1oF,
o O

Por lo tanto, su representacion dentro de la imdggtal es:
1 2 3 4 56 7 8

Q,

P
2

=] @ OGN dm e Py =

Aplicando el mismo procedimiento para los puntcdanates, se llega a que:Ces el
siguiente conjunto de pixeles celestes:

1 2 3 4 56 7 8

N o e k=

Figura 4.4: Reconstruccién desCa partir de (R, Qp) y su Cédigo Cadena.

Representacion deye

Aqui tenemos = (2,4), @ = (1,4) y el Codigo Cadenaes (1,1,0,7,7,8,3).
Siguiendo la misma técnica que el caso anterisulta& que G, es el siguiente conjunto
de pixeles celestes:



1 2 34 56 7 8

=] @M = D R ==

Figura 4.5: Reconstruccion desga partir de (R, Q) y su Codigo Cadena.

Uniendo los graficos de las Figuras 4.4 y 4.5 seobé finalmente el borde de S:
1 2 3 4 56 7 8

=] @ LN o L M =

Por dltimo, para obtener el conjunto S, simplemeaetécolorea” de celeste interior de
C:

1 2 3 4 56 7 8

=] @M e Q) O =

Observemos que si no hubiésemos pintado de gripiledes de D1 y D2 que son

adyacentes agz Yy Cp2, N0 hubiéramos podido distinguir el interior ddeb fondo de la
imagen.

En el capitulo siguiente haremos una breve desgripde la implementacion del
Algoritmo BF4/BF8 en una aplicacién especifica.

8C



Capitulo 5

Descripcion de la aplicacion
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Capitulo 5: Descripcién de la aplicacion

En este capitulo se ha desarrollado una aplicaqi@implementa el Algoritmo BFS8.
Mediante el mismo, lograda una primera separacion sggmentacion, se puede
recorrer el borde de cada objeto. De este mod@&blp seleccionar y separar, dentro
de una imagen digital, un objeto con caracteristaefinidas con anterioridad. En este
caso patrticular, se pretende encontrar un objetidamalidades anaranjadas, que posea
una geometria circular y un area que es dato.

La aplicacion se desarrollé dentro del paradigma“Blegramacion Orientada a
Objetos”, segun las actuales tendencias tecnoldghas especificamente, se utilizo el
lenguajePython, que resultd ser el mas conveniente por la cobulidel problema
planteado: no es un Unico objeto el que se desdaamn sino que la cantidad de objetos
a analizar es desconocida.

En “Programacién Orientada a Objetos” normalmeriste un programa principal que
contiene instrucciones simples, funciones, cread@nbjetos, uso de sus métodos, etc.
Pero la parte mas compleja de este paradigma raditzadefinicion y programacion de
las clases.

Figura 5.1: Imagen aumentada del objeto que analigia aplicacién: una pelota de color anaranjado.

Funcionamiento del programa principal

El programa principal se encuentra en el archemméddo “Principal.py”, y ejecuta las
siguientes acciones:

Recibe el nombre del archivo con la foto dondersmientra la pelotita.
Presenta en pantalla la ubicacion del centra gelotita y otros datos relevantes.

Genera un archivo imagen “Bordemarcado.jpg” i enisma imagen con el borde
de la pelotita pintada en blanco y negro.

m Genera un archivo de texto “Puntosdelborde.t¥& gontiene los puntos del borde
de la pelotita.
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Para llevar a cabo lo anteriormente mencionadoa=egde asi:

m Se crea un objetmatriz, a partir del nombre del archivo con la foto.
Matriz.creartoma la imagen y devuelve el ancho y alto de Emai

Matriz.valor trae una matriz de ancho x alto, con 1 y 0 sedineseiltado de la

segmentacion.

m Se recorre la matriz hasta encontrar un 1. Cubndocuentra, se crea un objeto

conjunta

Conjunto.contatrae la cantidad de pixeles segmentados.
Conjunto.marcarbordeecorre el borde del conjunto:

m Graba un archivo imagen con la frontera del ohjencada en blanco y negro.
m Graba un archivo de texto con los puntos del bded®bjeto.

m Devuelve por pantalla la ubicacion del centr@reh calculada, valores
minimos y maximos, un coeficiente dewmddad y demas informacion de

interés.

Una vez creado el programa con este tipo de estasg;tes posible decidir si el objeto
encontrado es el buscado o no.

El diagrama de clases

En esta seccion mostramos el diagrama de clasesequtilizaran en este programa.

Clase: Matrix

Atributos:

- alto {int)
-ancho {int)
~walor (array)

Métodos:

- crear

Clase: Conjunto

Atributos:

- centro: {int, int)
- area (Float)
-numerao (int)
- Contenido {text)
-valor (array)

Métodos:

- contar
- marcarBorde

Nota: Descripcion de Métodos.

«“crear”.
Def crear (archivo):

Return alto, ancho, valor

Nota: Descripcion de Métodos.

«“contar”.
Def contar (laMatriz):

Return numero

«“marcarBorde”.
Def marcarBorde (archivo, laOtraMatriz, altohatriz, anchobdatriz a, b)

Iﬁeturn area, max y min, centro, laCtraMatriz, area
Save image file "bordemarcado.jpg”
Save text file "puntosdelborde "



El cédigo fuente

Principal.py

import os

import pygame

import Image

from pygame import *

from pygame.locals import *

from clasematrix import Matrix

from claseconjunto import Conjunto

archivo="web-shotl.jpg"
matriz=Matrix()
matriz.crear(archivo)
print "Ancho: "+str(matriz.ancho)+" x Alto: "+str(@triz.alto)
laMatriz=matriz.valor
altoMatriz=matriz.alto
anchoMatriz=matriz.ancho
laOtraMatriz=laMatriz
=0
x=0
i=0
a=0
for y in range(0, altoMatriz):
if i==1:
break
else:
for x in range(0, anchoMatriz):
if i==1:
break
else:
if laOtraMatriz[y][x]==1:
conjunto=Conjunto()
conjunto.contar(laMatriz,altotvia,anchoMatriz)
print "Area en pixeles contadestr(conjunto.numero)
numero=conjunto.numero
a=x
b=y
conjunto.marcarBorde(archivofi@Matriz,altoMatriz,anchoMatriz,a,b)
centro=conjunto.centro
radio=conjunto.radio
area=conjunto.area
laOtraMatriz=conjunto.valor
if area==0:
i=1
print "Objeto no encontrado
else:
if area>numero:
circularidad=float((aréarea-numero))/area)
else:
circularidad=float((arénumero-area))/area)
a=x
b=y
i=1
break
elif laOtraMatriz[y][x]==0:
numero=0
radio=0
area=0
circularidad=0
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centro=0
print "CARACTERISTICAS DEL OBJETO:"
print "Coeficiente de circularidad: "+str(circuldaid)
print "Coordenadas del Centro: "+str(centro)
print "Radio: "+str(radio)
print "Area calculada: "+str(area)
print conjunto.contenido

Clasematrix.py:

import os
import pygame
import Image
import math

class Matrix(object):
""La clase Matrix carga una imagen y devuelaa matriz binaria segmentada
def __init_ (self):
self._ valor=0
self. _alto=0
self.__ancho=0
def getValor(self):
return self.__ valor
def getAlto(self):
return self.__alto
def getAncho(self):
return self.__ancho
def setValor(self,valor):
self.__valor=valor
def setAlto(self,alto):
self. _alto=alto
def setAncho(self,ancho):
self.__ancho=ancho
valor=property(getValor,setValor)
alto=property(getAlto,setAlto)
ancho=property(getAncho,setAncho)

def crear(self,archivo):

""Toma el archivo de imagen y retorna latoves de ancho y alto
""Con ancho y alto, segmenta y pasa layuda matriz segmentada
imagen=Image.open(archivo)
alto = imagen.size[0] #toma el Alto
ancho = imagen.size[1] #toma el ancho
self.__ancho=ancho
self. _ alto=alto
print str(alto)+" x "+str(ancho)
x=0
y=0
# Aqui se introducen los valores RGB qugrssntan por el color anaranjado.
Rmin=92
Rmax=224
Gmin=68
Gmax=128
Bmin=50
Bmax=101
valor=[]
for y in range(alto):

a=[0]*ancho

valor.append(a)
for y in range(O, alto):

for x in range(0, ancho):

R= imagen.getpixel((x,y))[0]



G= imagen.getpixel((x,y))[1]
B= imagen.getpixel((x,y))[2]
if ((R<Rmax and R>=Rmin) and (G<Gmaad G>=Gmin) and (B<=Bmax and B>Bmin)):
valor[y][x]=1
else:
valor[y][x]=0
print "Lectura de imagen terminada”
self. _ valor=valor
return self.__ valor
return self.__ancho
return self.__alto

Claseconjunto.py:

import os

import pygame

import Image

import math

from clasematrix import Matrix

class Conjunto(object):
"""Divide a la matriz en conjuntos segmentadosexos
def __init_ (self):
self.__area=1
self. _alto=0
self.__centro=0
self.__ancho=0
self. _circularidad=0
self.__numero=0
self.__valor=0
self.__contenido=0
self.__centro=0
self.__radio=0
def getArea(self):
return self.__area
def getAlto(self):
return self.__alto
def getAncho(self):
return self.__ancho
def getCircularidad(self):
return self.__ circularidad
def getNumero(self):
return self.__numero
def getContenido(self):
return self.__contenido
def getValor(self):
return self.__ valor
def getCentro(self):
return self.__centro
def getRadio(self):
return self.__ radio
def setArea(self,area):
self. _valor=area
def setAlto(self,alto):
self. _ alto=alto
def setAncho(self,ancho):
self.__ancho=ancho
def setCircularidad(self,circularidad):
self. _circularidad=circularidad
def setNumero(self,numero):
self.__numero=numero
def setContenido(self,contenido):
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self.__contenido=contenido
def setValor(self,valor):

self.__valor=valor
def setCentro(self,centro):

self. __centro=centro
def setRadio(self,radio):

self. _radio=radio
area=property(getArea,setArea)
alto=property(getAlto,setAlto)
ancho=property(getAncho,setAncho)
numero=property(getNumero,setNumero)
circularidad=property(getCircularidad,setCiamidad)
contenido=property(getContenido,setContenido)
valor=property(getValor,setValor)
centro=property(getCentro,setCentro)
radio=property(getRadio,setRadio)

def contar(self,|laMatriz,altoMatriz,anchoMajriz
""" Cuenta la cantidad de pixeles que cumpglen la segmentaciéon™"
x=0
y=0
numero=0
a=0
for y in range(0, altoMatriz):
for x in range(0, anchoMatriz):
if laMatriz[x][y]==0:
a=a+l
elif laMatriz[x][y]==1:
numero=numero+1
self.__numero=numero
return self.__numero

def marcarBorde(self,archivo,laOtraMatriz,altthiz,anchoMatriz,a,b):

""Se pone una marca a los elementos qrtenexen al borde™"

imagen=Image.open(archivo)

MaxX=0

MinX=anchoMatriz

MaxY=0

MinY=anchoMatriz

# BF4/8 TIENE UN "DO-WHILE", ES DECIR, EJECUTA UNA VEZLUEGO PREGUNTA
CONDICION.

# POR LO TANTO, PRIMERO DADOS Po Y Qo OBTENGOYQ1 (DO).

# MAS ADELANTE ENTRAREMOS AL "WHILE CON P1Y Q1"

#V8No son los vecinos 8N del punto Pn=aualquier orden.

V8No=[[0,0],[0,0],[0,0],[0,0],[0,0],[0,0]@,0],[0,0]]

#V8N son los vecinos 8N del punto ordenapartir del punto Qn=b

V8N=[[0,0],[0,0],[0,0],[0,0],[0,0],[0,01.[®],[0,0]]

p=[0]*2

q=[0]*2

al=[0]*2

b1=[0]*2

i=1

p=[a,b]

g=[a,b-1]

P=[p]

Q=[q]

laOtraMatriz[P[O][O]][P[O][1]]=2

laOtraMatriz[Q[O][O]][Q[O][1]]=-1

Po=[p]

Qo=[q]

A=[al]

B=[b1]
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Base=[[-1,0],[-1,-1],[0,-1],[1,-1],[1,0],}1],[0,1],[-1,1]]
k=0
pos=0
laOtraMatriz[P[O][O]][P[O][1]]=2
laOtraMatriz[Q[O][0]][Q[O][1]]=-1
for j in range(0, 8):
foriinrange (0,2):
V8No([j][i]=Basel[j][i]+P[O][i]
B[0][0]=Q[0][0]-P[0][O]
B[O][1]=Q[O][1]-P[O][1]
for j in range(0, 8):
if((B[O][0]==Base[j][0]) and (B[0][1]=Base[j][1])):
break
pos=j
for j in range(0, 8):
if(pos+j<8):
foriin range (0,2):
V8N[j][i][=V8No[pos+i][i]
else:
foriin range (0,2):
V8N[j][i]=V8No[pos+j-8][i]
k=0
for j in range(0, 8):
if k==1:
break
foriin range (0,2):
P[0][0]=V8NIj][0]
P[O][1]=V8NI[j][1]
if(laOtraMatriz[P[O][O]][P[O][1]]=2):
Q[O][0]=V8N[j-1][0]
Q[O][1]=V8NI[j-1][1]
k=1
break
# Grabo las coordenadas de los puntosatdelten un archivo de texto.
archivo=open('puntosdelborde.txt','w")
linea="["+str(P[O][0])+","+str(P[O][1])+"]*+"\n"
archivo.writelines(linea)
# PINTO DE NEGRO EL PRIMER PUNTO DEL BORDE INTERIOR EBLANCO EL
EXTERIOR
imagen.putpixel((P[0][0],P[0][1]),(0,0,0))
imagen.putpixel((Q[0][0],Q[0][1]),(255,2555))
while((laOtraMatriz[P[0][0]][P[0][1]]==1)ad(laOtraMatriz[Q[0][0]][Q[0][1]]==0) or
(laOtraMatriz[Q[O][O]][QI[O][1]]==-2)):
k=0
pos=0
if P[0][0]>MaxX:
MaxX=P[0][0]
else:
n=1
if P[O][0]<MinX:
MinX=P[0][0]
else:
n=1
if P[O][1]>MaxY:
MaxY=P[0][1]
else:
n=1
if P[O][1]<MinY:
MinY=P[0][1]
else:
n=1
#Grabocon2aPy-1aQ
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laOtraMatriz[P[O][O]][P[O][1]]=2
laOtraMatriz[Q[O][O]][Q[O][1]]=-1
for j in range(0, 8):
for i in range (0,2):
V8Nol[j][i]=Base[j][i]+P[O][i]
B[0][0]=Q[0][0]-P[0][O]
B[O][1]=QI[O][1]-P[O][1]
for j in range(0, 8):
if((B[0][0]==Basefj][0]) and (B[ON]==Base[j][1])):
break
POS=]
for j in range(O, 8):
if(pos+j<8):
foriin range (0,2):
V8N[j][i]=V8No[pos+i][i]
else:
foriinrange (0,2):
V8N[j][i]=V8No[pos+j-8][i]
k=0
for j in range(0, 8):
if k==1:
break
for i in range (0,2):
P[O][0]=V8N[j][0]
P[O][1]=V8NIi][1]
if(laOtraMatriz[P[O][O]][P[O][[==1):
Q[O][0]=V8NI[j-1][0]
QIO][1]=V8N[j-1][1]
# PINTO DE NEGRO EL PRIMER PUNTEIDBORDE INTERIOR Y DE BLANCO
EL EXTERIOR
imagen.putpixel((P[0][0]#L]),(0,0,0))
imagen.putpixel((Q[0][0],@[1]),(255,255,255))
k=1
break
# Grabo las coordenadas de los purgblatde en un archivo de texto.
linea="["+str(P[O][0])+","+str(P[O][1H"]"+"\n"
archivo.writelines(linea)
imagen.save("bordemarcado.jpg”)
centro=[(MaxX+MinX)/2,(MaxY+MinY)/2]
radio=float((((MaxX-((MaxX+MinX)/2))+((MaxXMinX)/2)-MinX+(Max -
((MaxY+MinY)/2))+((MaxY+MY)/2)-MinY))/4)
area=3.141*(radio**2)
self. _radio=radio
self. area=area
self.__centro=centro
self._ valor=laOtraMatriz
self.__contenido="Max en X: "+str(MaxX)+Min en X: "+str(MinX)+" - Max en Y:
"+str(MaxY)+'Min en Y: "+str(MinY)
return self.___contenido
return self.__ valor
return self.__centro
return self.__area
return self.__ radio
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Capitulo 6: Conclusiones

En el marco actual de constante desarrollo teciwmdge presentan siempre nuevas
oportunidades. Entre ellas se encuentran los ssteue implementan ViPR (Vision
Artificial por Reconocimiento de Patrones). Sin ango, no se han popularizado y no
participan aun de nuestra vida cotidiana. La togi@ldigital como soporte tedrico
constituye un recurso fundamental para esta neevelogia en desarrollo.

El presente trabajo estd basado en un paper querids de 30 afios y una vigencia
absoluta, siendo referenciado en los trabajos plEdgia digital mas recientes. A pesar
de su antigiiedad, la implementacion del algoritnk@d/BF8, utilizando lenguajes de
tecnologias abiertas y programacion orientada etadj dan un paso muy importante
para el desarrollo de aplicaciones ViPR. Dicho @lgm es totalmente novedoso, ya
que permite obtener de una manera eficiente loputel borde de un objeto inmerso
en una imagen digital. Luego faltara aplicar geoiaetfin y computacional para tomar
el objeto, rotarlo y trasladarlo al origen de camadas, conocer geométricamente qué
caracteristicas se pueden obtener desde ese apdpipuntos y luego compararlas con
bases de datos que contengan caracteristicasreisrilda de los objetos a analizar.

Es importante destacar, ademas, que el analisisalenagen digital no necesariamente
se limita a una foto, sino que puede proveniraesares infra-rojo, imagenes de radar,
rayos X, resonancia magnética y demas.

El concepto topolégico mas recurrentemente analizisde diversos puntos de vista
en este trabajo es el de “conjunto conexo”, y temeazon légica: un objeto real es un
conjunto topoldgicamente conexo. Si se logra dilddideja de ser un objeto, y se
transforma en una separacioén del mismo. Para segpara objeto conexo del fondo de
una imagen, es necesario recorrer su borde, yghlarae ha usado el algoritmo BF4 /
BF8.

Con el tema desarrollado en este trabajo nos emeoos con oportunidades muy

favorables para avanzar en esta linea, a saber:

= En las aplicaciones que utilizan técnicas de ajzajel automatico (basados en
probabilidad y estadisticas) pues el alto podercdmputo y camaras de alta
definicion estan al alcance de cualquier interesado

= En los diversos lenguajes de programacion reladmsacon el tratamiento de
imagenes.

= En el Area de Telecomunicaciones, ya que facilit@toriamente la obtencion,
colaboracion e intercambio del conocimiento eniverdos ambitos académicos.

Los conceptos expuestos en esta obra son meraméwiductorios. El desarrollo de
este enfoque es muy prometedor y se presenta garaiitto. Se desea continuar en esta
linea de investigacion, que promete una gran vatiede aplicaciones en multiples
campos. En este sentido, se podran hacer masnédigig seguros los procesos y tareas
cotidianas que apuntan a una mejor calidad de vida.

Con este trabajo se espera, ademas, que entusiasateiga a matematicos al
procesamiento automatico de imagenes, a la robgtick inteligencia artificial, donde
hay numerosas areas de trabajo por desarrollafyturo promisorio.
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