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Resumen: Se presenta un andlisis detallado de un modelo matematico que
describe la relacion dinamica entre poblaciones en un mismo habitat, en
particular, la relacion depredador-presa. Se estudia la estabilidad de las

poblaciones de equilibrio.

Palabras claves: modelos matematicos en biologia, dinamica de poblaciones,

Lotka-Volterra, atractor global, Lyapunov.
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Capitulo I:
Introduccion

El tema del presente trabajo es el analisis matematico de un modelo biol6gico.
La Biologia actual requiere de la aplicacion de métodos cuantitativos para la
descripcidn, explicacién, analisis y prediccion de procesos biolégicos y todo
este tratamiento de los hechos biol6gicos se los va a brindar la Matematica. La
relacion interdisciplinaria entre la Matematica y las Ciencias Biologicas se
inicié, para algunos, en los comienzos del Siglo XX con los trabajos de Volterra,
Lotka y otros, sin olvidar que Mendel ya habia hecho, en el Siglo XIX, un
tratamiento estadistico de la herencia biolégica (incomprendido en su
momento). El desarrollo actual de la mencionada interdisciplinariedad, entre
ambos campos del saber, hace que hoy estemos hablando de Biomatematica,

y con augurios de un futuro promisorio.

1-] Modelos Dinamicos:

Describir el comportamiento de algun sistema o fenémeno de la vida real, ya
sea fisico, sociolégico o incluso econémico, en términos matematicos, se llama
modelizar matematicamente. Esta descripcion matematica sea de un sistema o
de un fenémeno, llamada modelo matemético, se construye con ciertos pasos
objetivos en mente:

i) ldentificacion de las variables: en este paso se especifica el nivel de
resolucion del modelo cuando se elige incorporar o no todas las variables,
determinando el grado de detalle que tendra el modelo.

ii) Elaboracion de un conjunto de hipdtesis (o suposiciones razonables) acerca
del sistema que se estd intentando describir.

Las suposiciones que se hicieron con respecto a un sistema con frecuencia
tienen que ver con una rapidez de cambio de una o mas variables, la
representaciobn matematica de todas estas suposiciones podria ser una o mas
ecuaciones con derivadas. En otras palabras, el modelo matematico puede ser
una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales.

i) Una vez que se formula el modelo matematico que es una ecuacion
diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales, se est4 ante el problema
de tratar de encontrar la solucidén. Si se puede resolver, entonces se considera
gue el modelo es razonable si su solucion es consistente con datos
experimentales o hechos conocidos acerca del comportamiento del sistema.
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Sin embargo, si las predicciones que genera la solucibn son malas, se
incrementa el nivel de detalle del modelo, se hacen otras suposiciones acerca
de los mecanismos de cambio en el sistema. Por supuesto, que al incrementar
el nivel de detalle (o descripcion) se agrega complejidad al modelo matemético
y se incrementa la probabilidad de que no se obtenga una solucion explicita.
Los modelos son aproximaciones mas 0 menos precisas del sistema o
fendmeno que se modeliza para facilitar su comprension y estudiar su
comportamiento.

Un modelo dinamico constituye una descripcion, generalmente matematica, del
comportamiento de un sistema. Como ya se menciond, uno de los modelos
matematicos mas Utiles para describir procesos dinamicos continuos es la
ecuacion diferencial.

Las palabras diferencial y ecuaciones, sin duda, indican resolver alguna clase
de ecuaciones que contiene derivadas. Formalmente, se dice que una
ecuacion que contiene las derivadas de una o mas variables dependientes, con
respecto a una o mas variables independientes, es una ecuacion diferencial.
Ejemplos de ecuaciones diferenciales son:

A - .
a)?j—t:k.A se puede usar para modelar crecimiento o decrecimiento

exponencial (descomposicion radiactiva, crecimiento de poblacion de bacterias,

etc.).

b)(?j—l-:k.(T -Tm) es un modelo, por ejemplo, de la difusiébn de calor en un

cuerpo.

c)z—)t(:k.x.(n +1- x) se puede utilizar para predecir la diseminacién de una

enfermedad provocada por virus.
Se dice que una ecuacioén diferencial ordinaria de orden n, F(t, y, y',...,'") = 0
es lineal si F es lineal eny, y',... ") . Esto significa que es de la forma:

a, (1)y W (t)+a,. 0y "V (1) . +ay )y Sag 1)y - g(t) =0
0 bien
d™ly
dt"t (1)

En el primer miembro de la ecuacién (1) se ve que las dos propiedades

d" d
0 (0 #30a(O) A () Y =0 0)

caracteristicas de una ecuacion diferencial ordinaria lineal son como sigue:



* La variable dependiente “y” y todas sus derivadas y’, y, . . .¥" son
de primer grado, es decir, la potencia de cada término en que
interviene “y” es 1.

* Los coeficientes a, a,.....an de y, y, . . )V dependen sélo de la
variable independiente t.

Los ejemplos a) y b) son ejemplos de modelos lineales de primer orden
mientras que el ejemplo c) corresponde a un modelo no lineal.

En muchos procesos y sistemas son necesarias varias ecuaciones
diferenciales para describir adecuadamente su dinamica.

Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden de varias variables es

de la forma:
dx,
—= =, X3, X g ey X
dt 1( 172 n)
dx,
—= =, (t, X, X5y X
dt 2( 172 n)
............... (2)
dx
dtn =, (t, X Xgemnrr X, )
Una solucion de (2) consiste en n funciones x,(t), x,(t), ..., X,(t), tales que
dx; (1) _ _ . -
T = £ (t, (1), Xo(t),.0, X, (1)), 1=12,..,n. Ademas de la ecuacion (2) se

imponen con frecuencia condiciones iniciales sobre las funciones x,(t), x,(t).

..., X,(t). Dichas condiciones seran de la forma

Xy(ty) =X, Xa(to) = X3, ... , X (to) = Xo 3)
La ecuacion (2), junto con las condiciones iniciales (3), se conocen como
problema de valor inicial. La solucion de tal problema consiste en n funciones
X.(t), X, (), ..., X,(t) que satisfacen (2) y las condiciones iniciales (3).
Algunos sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden provienen de
ecuaciones de orden superior para una variable y(t).
Toda ecuacion diferencial de orden n en la variable y, puede expresarse como
un sistema de n ecuaciones de primer orden para las variables
dn-ly

d
X1(t)=vy, Xz(t):d_i/, ..... , Xn(t):W



1.1) Sistemas autbnomos.

Se dice que un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden es

auténomo cuando el sistema se puede escribir en la forma

dx
d_tlz 1(X17X2’ """ d Xn)
dx
d_tzzfz(xl,xz, ..... ,Xn)
(4)
dx

dt
Se observa que la variable independiente t no aparece explicitamente en el
lado derecho de cada ecuacion diferencial. En el caso que si aparezca, el

sistema de ecuaciones diferenciales es no autbnomo.
Si x(t) y f(x) denotan los vectores columnas respectivos

ax,(t) 6 ) (X1, X perneneny xn)g
X, ()= 6o (X1 X oo X )+
x(t):g C L f(x):g . i
G .+ o : +
&, (t) g gfn(xl,xz, ....... s X g

entonces el sistema autonomo (4) se puede escribir en la forma vector columna
compacta
X = f(x)
donde el punto sobre la variable indica derivacion con respecto a t
Cuando n=2 el sistema (4) se llama sistema autonomo plano el cual se puede

escribir como

i dx

— =1 (X,
th 1(X,y)
[

e fo(X,y)

1.2) Orbita o Trayectoria.

Sea x =x (t) una solucion de la ecuacion diferencial vectorial

(1) 0 2803(0)-0 X (D) 0
&, (1) &a (X3, X (D)
x=flx@), x=¢. I  fko)=g . NG
¢. -+ ¢ : :
() g & (D) X0 (1)



en el intervalo t, £t £t;. Conforme t aumenta de t, a t;, el conjunto de
puntos (x(t), X (t),....., X, (t)) describe una curva C en espacio de dimensién n.
Esta curva es la oOrbita o trayectoria de la solucion x =x(t), para t, £t £t,, y el

espacio de dimension n, es el espacio de fases de las soluciones de (5).

Se suele denotar también con j ,(X,) a la trayectoria que comienza en el punto
Xo (es decir, con x, =X(ty)).

1.3) Punto de Equilibrio:

Un punto de equilibrio, punto fijo o punto critico es un punto (X;,X,,....., X;,) que
anula las funciones f; de (4), es decir, es una solucién del sistema de
ecuaciones algebraicas:
f1(X1, X240, Xp ) =0
fo (X1, X200 X ) =0 (6)
fr (X4, X000y X ) =0
Dependiendo de las formas particulares de f,,f,,...,f,, el sistema (4) puede
tener cualquier cantidad de puntos criticos, que van desde cero hasta una

cantidad infinita. Para el punto (X;,Xy,....., X,,) tal que
fL (X1, X5 Xy ) =0 Y

fo(X1 1 X500 X0 ) =0y

f (X1, X550 X5 ) =0
se cumple que
X Y X®°x y . . .y X, (t)° X,

es una solucién constante del sistema de ecuaciones (4). Por eso se lo llama
punto de equilibrio o fijo, ya que determina una solucion constante. En
términos fisicos, si una particula en R" cuya velocidad esta descrita por (4), se
encuentra en el punto de equilibrio, ésta permanece quieta (con velocidad
cero).

1.4) Estabilidad
1.4.1) Definiciones:

Se considera un punto fijo x~ de un sistema x = f(x)



-Se dice que x" =0 es un punto fijo atractor si todas las trayectorias que
comienzan cerca de x se acercan a él cuando t® ¥ . Esto es, x(t)® x~
cuando t ® ¥, si x(0) esta cercade x .

En sistemas lineales, un atractor x* atrae todas las trayectorias en el plano de

fases, por lo tanto es llamado atractor global o general.

Formalmente un punto x es atractor si existed >0 tal que I(i@rgx(t):x*
t

siempre que HX(O) - X H <d. En otras palabras, si una trayectoria comienza a
una distancia menor que d de x  esta garantizado que converge a x cuando
t® ¥.

- Se dice que un punto fijo x~ es Liapunov estable si todas las trayectorias que

comienzan cerca de x permanecen cerca del punto todo el tiempo

Formalmente, un punto fijo x~ es Liapunov estable si para cada e >0, existe
un d >0 tal que Hx(t)- X*H<e para todo t3 O si HX(O)- x" H<d. Asi esas
trayectorias que empiezan a una distancia d de x  permanecen a una
distancia e de x  paratodo t 3 0 (Figura 1).

Finalmente, x~ es asintéticamente estable si el punto es atractor y Liapunov
estable.

atractor Liapunov estable
(radio=d) (radio mayor=e)
Figural

Como se muestra en la figura 1, si un punto fijo es atractor, las trayectorias que
comienzan cercanamente pueden alejarse de x° en algin momento, pero
deben volver y tender a x . En contraste, la estabilidad de Liapunov requiere
gue la cercania de las trayectorias se mantenga en todo tiempo.

Un punto fijo puede ser Liapunov estable pero no atractor.. Cuando un punto

fijo es Liapunov estable pero no atractor es llamado punto neutralmente
estable.



Finalmente, un punto fijo x" es inestable si no es ni atractor ni Liapunov
estable.
Un punto P es globalmente estable en un conjunto B1 R" si toda trayectoria

en B es atraida por él.
1.4.2) Estabilidad por el método directo de Lyapunov:

En 1892, Lyapunov mostré que algunas funciones pueden usarse para

determinar la estabilidad de un punto de equilibrio. Sea V :D ® R una funcién
continuamente diferenciable en un dominio D I R" que contiene el origen. La

derivada de V alo largo de las trayectorias de x =f(x) esta dada por

éél(x)(.j
g ﬂ 3 ﬂ K-\ \Y vV 6cfr(x) = v
V(X) 91 x, X; _ia—lﬂx| ,(X)—gﬂXl,ﬂxz, ..... . ng == o f(x)
gfn(x);,

La derivada de V a lo largo de las trayectorias de un sistema depende de la
ecuacion del sistema. Por lo tanto, V(x) sera diferente para los diferentes
sistemas. Sij (x) es la trayectoria de x =f(x) que se inicia en el estado

inicial x en el tiempo t =0, entonces
V(x)——VG )

Por lo tanto, si V(x) es negativa, V disminuira a lo largo de la solucion de
X =f(x)
Enunciaremos un primer teorema de existencia de soluciones que se usara en

la demostracion del teorema de Lyapunov.

£(t,x)

Teorema 1. Sea continua por partes en ty localmente Lipschitz en x

BT y todo x en un dominio DI R"  sea W un subconjunto compacto de

D‘ Xol W y supongamos que se sabe que toda solucion de
x=f(t,x), X(ty)=Xq
permanece todo el tiempo en W. Entonces existe una solucion Unica que esta

definida = t° o

x =0 X =f(x)

Teorema 2 (Lyapunov): Sea el origen un punto de equilibrio de

donde f es continua por partes y localmente Lipschitz para todo x en un



DI R" V:D® R

dominio gue contiene al origen. Sea una funcién
continuamente diferenciable tal que
VO0)=0 y V(X)>0 enD-{0} (7)
V(X)EO enD (8)
Entonces x =0 es estable. Mas aun, si
V(x) <0 en D - {0} 9)

Entonces x =0 es asintdticamente estable.

Demostracion: Dado e>0, elijamos ri (0,e] tal que
B, ={xTR"/|x|€r} 1 D
Sea a :mi”|x|:rV(X)- Entonces a >0 por (7). Tomemos b1 (0,a) y sea
W, ={x1 B, /V(x)£ b}
Entonces W, esta en el interior de B,. Si no fuera asi, existiria un punto
pl W, que se encuentra sobre la frontera de B,. En este punto, v(p):a >b,

pero paratodo x1 W, , V(x)£b , lo cual es una contradiccion (ver figura 2).

Figura 2: Representacion geométrica de los conjuntos en la demostracion del Teorema 2

El conjunto W, tiene la propiedad de que toda trayectoria que comienza en W,
ent=0 permanece en W, paratodo t30.
Es decir, si x(0) W, , entonces x ()1 W, , para todo t30. Esto es asi ya que

de (8) se observa que

V(x(1)EOP V(x(1))EV (x(0))Eb, "t30

10



Como W, es un conjunto compacto (cerrado por definicion y acotado porque
esta contenido en B, ), concluimos por el Teorema 1 que el problema de valor
inicial x =f(x), x(0)=x, tiene una solucion unica definida para todo t3 0 cuando
x,1 W, . Como V es continuay V(0) = 0, existe d >0tal que
Ix|gd P V(x)<b
Entonces
Byl W, 1 B,, y
x(0)I By P x(O)l W, P x(t)T W, b x(t) B, "t30
Por lo tanto
[x©@)|<d P |x(t)|<r£e, "t30
lo que demuestra que el punto de equilibrio en x =0 es estable.

Supongamos ahora que (9) también vale. Para mostrar estabilidad asintética
debemos probar que x(t)® 0 cuando t® ¥. Como V es continua yV(0) = 0,

es suficiente mostrar que V(x(t))®0 cuando t® ¥. Como V(x(t)) es

monotonicamente decreciente y acotada inferiormente por cero,
V(x(t))® c3 0 cuando t® ¥

Mostramos que c¢=0 por contradiccion. Supongamos que c¢>0. Por
continuidad de V(x), existe d>0 tal que By 1 W,. EI limite V(x(t))® c>0

implica que la trayectoria x(t) permanece fuera de la bola B, para todo t20.

Sea - g:méxdEIXIEFV(x), el cual existe porque la funcion continua V (x) alcanza

un maximo sobre el conjunto compacto {d £|x|£r}. Sabemos que - g<0 por

(9). Integrando V (x) tenemos que

V(x() =V(x(0))+ @V (x@))dt £V (x(0))- gt
Como el lado derecho se hara negativo después de un cierto tiempo, la
desigualdad contradice (7). Entonces, no es cierto que ¢>0, luego ¢ =0 yel
punto de equilibrio x =0 es asintéticamente estable.

Una funcion continuamente diferenciable que satisface (7) y (8) se denomina
funciébn de Lyapunov. La superficie V(x)=c se denomina superficie de

Lyapunov o superficie de nivel. Usando superficies de Lyapunov, la figura 3 da

una interpretacion intuitiva del Teorema 2. La condicién V £0 implica que

1



cuando la trayectoria cruza la superficie de Lyapunov V (x)=c se introduce en
el conjunto W, ={xT R" /V(x)£c} y nunca puede salir de él. Cuando V <0, la

trayectoria se mueve de una superficie de Lyapunov a otra superficie de
Lyapunov interior con un “c” menor. A medida que “c” decrece, la superficie de

Lyapunov V(x)=c se achica hasta transformarse en un punto (el origen),

mostrando que la trayectoria tiende al origen cuando t® ¥ . Si s6lo sabemos

que V £0, no podemos asegurar que la trayectoria tienda al origen, pero

podemos concluir que el origen es estable porque la trayectoria puede ser

encerrada en cualquier bola B, solo con requerir que el estado inicial x(0)

pertenezca a una superficie de Lyapunov contenida en dicha bola.

Figura 3: Curvas de nivel de una funcién de Lyapunov (c1<c2<c3)

Una funcion V(x) que satisface (7) se dice definida positiva. Si satisface la
condicién mas débil V(x)3 0 para x! 0, se dice semidefinida positiva. Una
funcion se dice definida negativa o semidefinida negativa si - V(x) es definida
positiva o semidefinida positiva, respectivamente. Si V(x) no tiene signo

definido con respecto a alguno de estos cuatro casos se dice indefinida.
El Teorema 2 se puede enunciar, usando esta nueva terminologia como: el

origen es estable si existe una funcion definida positiva y continuamente

diferenciable tal que V(x)es semidefinida negativa, y es asintéticamente

estable siV (x) es definida negativa.

2-] Sistemas Lineales:

Un sistema de ecuaciones diferenciales de orden n es lineal cuando es de la

forma:



—==a;(t).xg +ag, (t) X, +os Ay, ()X, +94(1)

dt
dx, _
T Ay (1).Xg +an,(1).X, +... + a5, (1).X,, +05(1)
dx,

dt = anl(t)'xl + anz(t)-xz ... + ann (t)-xn + gn (t)

(10)

donde los coeficientes a;; Yy las funciones g;son continuas en un intervalo

comun ? Cualquier sistema que no puede representarse en términos del

sistema de ecuaciones (10) se dice que es no lineal.

Cuando g;(t)=0 con i=12,..., nse dice que el sistema lineal es homogeneo,

en caso contrario es no homogéneo.

Forma matricial de un sistema lineal: Si x, A(t) y g(t) denotan matrices

respectivas
axq (t) 9 a(t) ap() . . ay (t)Q ag, (t) 9
cXa(t)+ can(t) axn() . . axt)+ ¢, (t)+
x=¢ . I A(t)g . L g(t)g i
&, (05 San() an) . . an)z 89,0

Entonces el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden (10)

se puede escribir como

69(1(09 ady () ap,t) . . aln(t)gae(l(t)g 5@1(t)9
cXo(t)+ can(t) axn(t) . . a,(t)+cXy(t)+ ¢g.(t)+
d¢ | ==¢ - ST S S

¢ . + ¢ . ... . ¢ . T Cc . =
05 @u®) 3,1 - - O8O 9,05
o simplemente,
X=AX+g
Si el sistema es homogéneo, entonces su forma matricial es

X=AX

13
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ax(t) 6
cXa(t)+
Un vector solucién en un intervalo ?es cualquier matriz columna x :g N

¢ . =
&, (g
cuyos elementos son funciones diferenciables que satisfacen el sistema (11) en
el intervalo I.
Un vector solucion de (11) es, por supuesto, equivalente a n ecuaciones
escalares x; =x;(t), X, =X, (t),...., X, = X,(t) Y se puede interpretar desde el
punto de vista geométrico como un conjunto de ecuaciones paramétricas de

una curva en el espacio. En el caso n=2, las ecuaciones x; =x;(t), X, = X, (t)

representan una curva en el plano X1X2.

2.1) Andlisis de los puntos criticos de sistemas homogéneos lineales planos:

De acuerdo a lo desarrollado anteriormente, las definiciones fueron dadas para
sistemas de ecuaciones diferenciales en R" y como el modelo que se estudia

en este trabajo es un sistema en R?, se expone la descripcion de los tipos de
puntos criticos restringidos en un espacio bidimensional (es decir, n=2).

Consideremos el sistema

X
d
d—i’ =a,X+b,.y

. . o . aa, b o .
gue tiene al origen como punto critico. La matriz A :g ! bl =~ se denomina
a, Dyg

matriz de coeficientes del sistema. Suponemos que

a; b

az b2 :al b2 = b1a2 1 O (14)

es decir, el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo. Asi, (0,0) es
el Unico punto critico

Los tipos de puntos criticos que se encuentran en sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales en R? son los siguientes:

-Nodo: Se distinguen dos tipos de nodos, nodos propios y nodos impropios. En
los nodos propios el retrato de fases esta formado por semirrectas donde todas

entran (o todas salen) del punto critico. Se le llama también nodo estrella.

14



Cuando las trayectorias tienden al punto critico cuando t ® ¥ , se dice que es
un sumidero y cuando salen de él, o sea si tienden al punto critico cuando
t ® -¥, se dice que es una fuente. En los nodos impropios, tienden e incluso
entran las trayectorias cuando t ® ¥ (0 t ® -¥ ), para este nodo existen cuatro
trayectorias en forma de semirrectas con extremos en el punto critico y las
restantes trayectorias tienen el aspecto de ramas de parabola y al tender hacia
el origen sus pendientes tienden a la pendiente de una de las semirrectas.
-Punto silla: El punto critico x” es un punto silla si el retrato de fases muestra
que a este punto tienden y hacia él entran dos semirrectas con extremos en x’
cuando t ® ¥ y hay otras dos semirrectas que salen del punto critico cuando
t® ¥. Entre estas cuato semirrectas hay cuatro regiones, las cuales
contienen una familia de trayectorias en forma de hipérbolas; estas trayectorias
no tienden hacia x  cuando t® ¥, sino que son asintéticas a alguna de las
semirrectas cuando t ® ¥ .

-Centro (o vértice): Es un punto critico que esta rodeado por una familia de
trayectorias cerradas. Ninguna trayectoria tiende a él cuando t ® +¥ .

-Foco: Un punto critico x™ se llama foco o punto espiral si el retrato de fases
muestra que hacia €l tienden (o salen de él) las trayectorias de una familia que
gira en forma espiral un nimero infinito de veces cuando t ® +¥ . Se observa
que aunque las trayectorias tienden al punto critico X', no entran a él en una

direccion determinada, es decir,

. d .
lim 9y no existe
t® ¥ X

El tipo de punto critico de un sistema en particular depende de los coeficientes
del sistema, especificamente de los autovalores de la matriz de coeficientes,

como se describe a continuacion.

It
: : . - X = .
El sistema (13) tiene una solucion no trivial de la forma]'_ ,, Siempre que
Ty =Be

| sea un autovalor de la matriz de coeficientes y ademas se calcula como raiz
de la ecuacion cuadratica

|A-11|=1%-(a, +b,). +(ayb, - a,.0,)=0 (15)
La ecuacién cuadratica indicada en (15) se conoce como ecuacion

caracteristica del sistema. Notese que la condicién (14) implica que cero no

puede ser raiz de (15). Sean |, Yy |, las raices de (15). Se probara que la
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naturaleza del punto critico (0,0) del sistema (13) viene determinada por los

nameros |,y | ,. Se espera tres posibilidades, segun que |, y | , sean reales

y distintos, reales e iguales, o complejos conjugados. A continuacién se
distinguen cinco casos clasificados como sigue:

Caso A: Si las raices|, y |, son reales, distintas y del mismo signo, el punto
critico (0,0) es un nodo.

Demostracion: Supongamos que |,y |, son ambas negativas, y elegimos la
notacionde modo que | ; <1, <0.

La solucién general de (13) en este caso es

ix =c,Ae't +c,Ae'?
'l 11lt 22It’ (16)
fy=c,Be?t +c,Be ?

donde las Ay las B son constantes definidas tales que B,/A, t B,/A, y donde

las constantes c son arbitrarias. Cuando c,=0, obtenemos las soluciones

ix =c,Ae't
i (17)
ty = ClBleI !
y cuando c¢;=0 obtenemos las soluciones
ix=c,Ae'?
= C2h (18)
fy=c,Be'?

Para cualquier ¢;>0, la solucion (17) representa una trayectoria consistente en

la semirrecta A,.y =B;.x con pendiente B;/A,; Yy para c1<0 representa una

trayectoria que consta de la semirrecta complementaria a la anterior (la que

esta al otro lado del origen). Como |, <0, ambas trayectorias en brma de
semirrecta tienden a (0,0) para t® ¥,y como y/x =B;/A,, ambas entran a

(0,0) con pendiente B, /A, (figura 4)
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Acy=B2x

— x

Figura 4
Exactamente del mismo modo las soluciones (18) representan dos semirrectas

en la recta A,.y =B,.x, con pendiente B,/A,. Estas dos trayectorias también
tienden a (0,0) cuando t ® ¥,y entran a él con pendiente B, /A, .

Sic,?0Yy c,!0, la solucion general (16) representa trayectorias curvas.
Como |, <0 y |, <0 , estas trayectorias también tienden a (0,0) cuando

t® ¥. Ademas, alser|,-1,<0Yy

y_ cBie't +c,Bye'? _ (ClBl/Cz)e(l s +B,
X ARl +cyAe 2 (ClAl/Cz)e(l ot +a,

Es claro que y/x ® B,/A,cuando t® ¥, asi que todas ellas entran a (0,0)
con pendiente B,/A,. La figura 4 presenta un gréfico cualitativo de esta

situacion. Es evidente que el punto critico es un nodo, y que es
asintéticamente estable.

Si I, y I, son ambos positivos y elegimos la notacion de manera que
l,>1,>0, la situacion es exactamente la misma excepto que todas las

trayectorias tienden a (0,0) y entran a él cuando t® -¥ . La grafica de las
trayectorias es como en la figura 4 pero con las flechas invertidas. En este
caso se trata de un nodo inestable
Caso B: Si las raicesl,; y |, son reales, distintas y de signos opuestos, el
punto critico (0,0) es un punto silla.
Demostracion: Elegimos la notacion de modo que |, <0<I,. La solucion

general de (13) puede escribirse como (16), y de nuevo tenemos soluciones

particulares de la forma (17) y (18).
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Las dos trayectorias con forma de semirrecta representadas por (17) tienden y
entran a (0,0) cuando t ® ¥ , pero esta vez las representadas por (18) lo hacen
para t® -¥. Si ¢;10 Yy c,!0, la solucion general (16) representa
trayectorias curvas, pero al ser |, <0<I,, ninguna de ellas tiende a (0,0)
cuando t® ¥ o t® -¥ . En lugar de eso, cuando t ® ¥, cada una de esas
trayectorias es asintética a una de las semirrectas (18), y cuando t ® -¥ , cada
una de ellas es asintdtica a una de las semirrectas (17). La figura 5 muestra
una grafica cualitativa de este comportamiento. En este caso el punto critico es
un punto silla inestable. Siempre el punto silla es inestable porque casi todas

las trayectorias se apartan de él a medida quet aumenta.

A1y=BiX
Acy=B2x

74
J TN

Figura 5
Caso C: Si las raicesl,; y |, son complejas conjugadas, pero no puramente

imaginarias, el punto critico es un foco (o punto espiral).

Demostracion: En este caso |, y |, tienen la forma az*ib, donde a y b son

ndmeros reales no nulos.
El discriminante D de la ecuacion (15) es negativo:
D= (3-1 +b )2 - 4(ayb; - azby) = (al - b2)2 +4a,b; <0 (19)
La solucién general de (13) en este caso es:
? x =e%[c, (A, cosbt - A,senbt)+c,(Asenbt + A, cosbt)] (20)
ty=e® [cl(B1 cosbt - stenbt) +C, (Blsenbt +B, cos bt)]

Donde las A y B; son constantes definidas y las ¢ son constantes arbitrarias.

Supongamos pimero que a<0. Entonces esta claro de (20) que x® 0 e



y® 0 cuando t® ¥, de modo que todas las trayectorias tienden a (0,0)

cuando t ® ¥ . Ademas las trayectorias no entran a (0,0) cuando t ® ¥, sino
gue giran en torno a él en forma de espirales. Para probar esto introducimos la
coordenada polar q y se demostrard que, a lo largo de cualquier trayectoria,

dg/dt es de signo constante para todo t. Recordando que q = arctg (y /x), asi

que

dq _ x.dy/dt - y dx/dt
dt x% +y? ’

Y usando las ecuaciones (13) obtenemos

dg _ a,x* "'(bz N al)XY' byy?
dt X2 +y?

(21)

Suponemos que x?+y?10 (ya que solo sirven las soluciones que
representan trayectorias). Ahora (19) implica que a, y b, tienen signos

opuestos. Consideremos el caso que a,>0 y b,;<0. Cuando y=0, (21) da

z—?:az >0. Si y!O0, dg/dt no puede ser O; porque, si lo fuera, (21)
implicaria que

a,x? +(b, - a,)xy - byy? =0,
0 sea

2
&0 X
Yo y
para algin numero real x/y, cosa que no puede ser cierta por cuanto el
discriminante D de la ecuacién (22) es negativo por (19). Esto demuestra que

dq : " : . dg :
Ees siempre positiva si a, >0. Analogamente se ve que ra es siempre

negativa si a, <0.
Puesto que, por (20), x e y cambian de signo infinitas veces cuando t® ¥,

todas las trayectorias giran en espiral en torno al origen (en sentido contrario al

de las agujas del reloj o al revés segun sea a, >0 0 a, <0). En este caso el

punto critico es un foco, asintéticamente estable.
Si a>0, la situacién es la misma salvo que las trayectorias tienden a (0,0)

cuando t ® -¥ vy el punto critico es inestable.
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La figura 6 ilustra la forma de las trayectorias cuando a,>0 y cuando &<O0 el

recorrido de las trayectorias se presentara en forma invertida.
A

L J

Figura 6
Caso D: Silas raices |, y |, son reales e iguales, el punto critico (0,0) es un

nodo.

Demostracion: Suponemos que |, =1, =1 <0. Hay dos subcasos que
requieren ser discutidos por separado:

() a;=b,1 0y a,=b, =0;

(i) todas las demas posibilidades que conducen a una raiz doble de la
ecuacion (15).

Considerando el subcaso (i): Si a denota el valor comin de a, y b,, la

ecuacién (15) se convierte en 12-2al +a2=0vy | =a. El sistema (13) es,
por tanto,

i dx

. — = ax

? dt

122 =g

far Y
Y su solucién general es

3 - It

X =c,e
peee (23)
fy=ce

Donde c,; y c, son contantes arbitrarias. Las trayectorias definidas por (23)

son semirrectas de todas las pendientes posibles (figura 7) y como | <0
vemos que cada una de ellas tiende y entra a (0,0) cuando t® ¥ . En
consecuencia, el punto critico es un nodo asintéticamente estable. Si | >0,
tenemos la misma situacién excepto que las trayectorias entran a (0,0) cuando

t ® -¥,las flechas de la figura 7 se invierteny (0,0) es inestable.



Figura 7
Discutiendo el subcaso (ii), la solucion general de (13), se puede escribir

x=c.Ae' ! +c, (A, +AL)e'!

1 2( 1 ) (24)
y=c,Be' ' +c,(B, +Bt)e'"

donde las A y las B son constantes definidas y las constantes c arbitrarias.

Cuando c, = 0, obtenemos las soluciones

ix =c,Ae"
ny =c,Be'" =
Estas soluciones representan dos semirrectas de la recta Ay =B.x, con
pendiente B/A, y como | <0, ambas trayectorias tienden a (0,0) cuando
t® ¥ (figura 8). Ademés, como y/x =B/A, ambas trayectorias entran en
(0,0) con pendiente B/A. Si c,! 0, las soluciones (24) representan
trayectorias curvas, y como | <0, es claro de (24) que esas trayectorias
tienden a (0,0) cuando t ® ¥ . Mas auln, se deduce de

c,Be'' +c,(B, +Bt)e'' c¢,B/c, +B, +Bt

c,Ae't+c, (A +ADe't  ClAlC, +A +AL

Y.
X

que y/x ® B/A cuando t® ¥, asi que estas trayectorias curvadas entran
todas a (0,0) con pendiente B/A. Se observa también que y/x ® B/A cuando

t ® -¥ . La figura 8 muestra una grafica cualitativa del comportamiento de las
trayectorias. Es claro que (0,0) es un nodo asintoticamente estable. Si | >0,
la situacion es similar, salvo que las direcciones de las flechas deben invertirse

y el punto critico pasa a ser inestable.

21



\

Figura 8
Caso E: Silasraices |,y |, son imaginarias puras, el punto critico (0,0) es un

centro.
Demostracion: Basta referirse a la discusion del caso C, porque ahora |,y |,
son de la forma a+ib con a=0y b! 0. La solucion general de (13) viene

dada por tanto por (20) sin el factor exponencial, asi que x(t) e y(t) son

periodicas y cada trayectoria es una curva cerrada que rodea al origen. Como
sugiere la figura 9, esas curvas son elipses. El punto critico (0,0) es
evidentemente un centro pero no asintéticamente estable.

I

(N
N\

)

Figura 9
Si ahora escribimos la ecuacion (15) en la forma

(I -1,)0-1,)=12+pl +q=0, (26)
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De modo que p=-(,+I,)y gq=1I,l,, luego bs cinco casos anteriores son
sencillos de describir en términos de py g como en términosde |,y |,. Si

se interpreta esos casos en el plano pg, se logra saber la naturaleza y las
propiedades de la estabilidad en el punto critico (0,0). Lo primero a observar
es que el eje p (0 sea g=0) estd excluido, ya que por (14) sabemos que

[,1,10. Toda la informacion de los cinco casos condensada proviene

directamente de que

- p4p® - 4q
2

|l’|2_

Asi pues, por encima de la parabola p? - 4q =0 se tiene p? - 49 <0, luego |,
y |, son ndmeros complejos conjugados que son imaginarios si y solo si
p =0; corresponderia a los casos C y E de focos y centros. Por debajo del eje
p tenemos ¢ <0, lo que significa que |, y |, son reales, distintos y de signos
opuestos; lo que origina los puntos silla del Caso B. Y finalmente, la zona entre
la parébola y el eje p (incluida la parabola pero excluido el eje p) se caracteriza
por las relaciones p? - 4q3 0y q>0, de modo que |,y |, son reales y del
mismo signo (nodos del caso A) y sobre la parabola |, =1, (nodos del caso

D). El primer cuadrante excluyendo los ejes, es una region con estabilidad
asintética; el semieje positivo g corresponde a centros y por tanto es estable; el
segundo, tercero y cuarto cuadrantes son regiones inestables.

Finalmente, se observa que el punto critico (0,0) del sistema lineal (13) es
estable si y solo si ambas raices de la ecuacion (15) tienen partes reales no
positivas, y es asintéticamente estable si y solo si ambas raices tienen partes

reales negativas.

3-] Sistemas No Lineales:

3.1) Definicién y existencia de solucion:

Un sistema n-dimensional de primer grado que no puede representarse en
términos del sistema de ecuaciones (10) se dice que es no lineal. Si es
homogéneo su forma vectorial es de la forma:

X =f (x)

con f=(ffaf) y X =(Xg,Xp57 5 X )



Teorema 3: Teorema de existencia y unicidad:

Se considera el problema con valor inicial il_)t( =f(x) con x(0)=x,. Se supone

gue f es continua y que todas sus derivadas parciales 1?—' coni,j=1,.....,n

j
son continuas para todo x en algln conjunto abierto conexo D1 R". Luego

para x,1 D, el problema de valor inicial tiene una solucion x(t) en algdn
intervalo (- e,e) con e >0 y esa solucién es Unica.

En otras palabras, la existencia y unicidad de las soluciones estan garantizadas
si f es continuamente diferenciable.

Corolario: Diferentes trayectorias nunca se intersecan.

Si dos trayectorias se cruzan, habra dos soluciones para un mismo punto (el
punto de interseccién) y esto violaria la condicion de unicidad del teorema.

En el espacio bidimensional este resultado tiene fuertes consecuencias
topoldgicas. Por ejemplo, supongamos que hay una trayectoria cerrada C en el
espacio de fases. Luego, cualquier trayectoria que se inicie dentro de C queda
atrapada en él. Si hay puntos criticos, la trayectoria puede acercarse a uno de
ellos, en caso contrario, la trayectoria debe aproximarse finalmente a la 6rbita
cerrada.

3.2) Linealizacion de sistemas no lineales:

Consideramos el sistema auténomo en R?

x=f(xy), y=9(xy) (27)
con un punto critico aislado en (x*,y*) (es decir f(x",y )=0y g(x,y )=0).
Si f(x,y) y g(x,y)se pueden desarrollar en series de potencias de u=x- x" y

v =y -y, entonces utilizando un desarrollo de Taylor alrededor de (x* y) el
sistema (27) adopta la forma

U=x=f(x +u,y +v)
= HCY ) FU (Y ) +v (¢ y") +O(UY,Y)
I Ty

:uﬂ+vﬂ+0(u,v,uv) (28)
ix Ty

donde las derivadas parciales son evaluadas en (x* ,y*)y O(u,v,uv) denota el

resto de términosen u™, v", u'v!i,con n3 2 e i +j3 2. De manera similar
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—ug—g+vﬂ—g+0<tu,v,uv) (29)
X

Ty
Escribiendo matricialmente lo anterior, tenemos

( * ) ﬂf( * *)_
869_911 W “mb @®(Uuv,uv) o (30)
@ Qﬂ_g(x*’y*) ﬂ_g(x*,y*); =t QUVUV)@
ix Ty o
La matriz
ae,ﬂf

it 0
—(x*y*) —((x*yH=+
It y) gexy)gey 0= g#g % :

(7] (X* *) _(X*, y*) _
S‘H Ty

se llama la matriz jacobiana del sistema (27) evaluada en el punto critico

(x",y"). Cuando |u|, || son pequefios, es decir, cuando (uyv)® (00) los
términos de segundo orden y de orden superior son pequefios. Despreciando
estos términos, se conjetura que el comportamiento cualitativo de @28) y (29)
cerca al punto critico (x”,y") es similar al del sistema lineal asociado:

i 0
ey Tocyn? g,

gVﬂgﬂ_g** ﬂ_g**_gVB
8ﬂx (X !y) ﬂy (X ’y )B

Se supone que

Al 1o
Qﬂx ﬂy - 1
det Mg g+ 0

8ﬂx T gy

y se observa que si (x,y ) es un punto critico entonces (0,0) es el punto
critico en el nuevo sistema de (31), por esto los teoremas descriptos a
continuacion estan referidos al punto critico (0,0). El proceso anterior de
sustituir el sistema (27) por el sistema (31) se le llama linealizacion de (27) en
el punto critico (x",y").

La linealizacion es un procedimiento que permite aproximar un modelo no lineal
por otro que si lo es y que cumple por lo tanto las propiedades de los sistemas
lineales, se vera que esta aproximacidon no tiene validez universal sino
Gnicamente en el entorno del punto critico, como muestra la region ampliada en

la figura 10 que interpreta graficamente la idea de linealizacion:
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A error producido al alejarse
!r':fl(?‘;] L del purto de equilibrio

| Modelo linealizado

Modelo no
lineal

Errar muy

|
| |
[
: I’/ pegquefio i
Ty ,
| |
| [
' [
' [

.Y Punto de

% equilibrio

En forma general considerando el sistema:

donde

y

dx
—=a,.Xx+b,.y +r (X,
m 1 1Y Fr(X,y)

d_y: a,.X+b,.y +s(x,y)

dt

ﬂf * *
b =— X! )
1 ‘ﬂy( y)

g, « -«
b, =—(x,
2 ‘Hy( y )

_ﬂ_f * *
al_ﬂX(X !y )1
_ﬂ_g _
az_ﬂX(X 1y )!

f(x",.y")=0, g(x’,y )=0

se supone también que

b &
deter 1 g

2 bog

(32)

(33)

de tal manera que el sistema lineal asociado tiene a (0,0) como punto critico

aislado y se supone que fy g son funciones continuas con primeras derivadas

parciales continuas para todo (X,y) y que

r(x,y)

lim ——
(xy )®(0,0) /X2+y2

=0
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(xy)®(0,0) [y 2 ry?

Estas dos ultimas condiciones implican, debido a la continuidad de fy g, que

=0 (35)

r(0,0) =0y s(0,0) = 0, de manera que (0,0) es punto critico del sistema @32).
Con las restricciones indicadas, al punto (0,0) se le llama punto critico simple
del sistema (32).

Teorema 4: Sea (0,0) un punto critico simple del sistema no lineal @2), y
consideremos el sistema lineal asociado (31). Si el punto critico (0,0) de 31)
pertenece a alguno de los tres casos A, B o C descritos en la Seccién 2-] item
2.2), el punto critico (0,0) de (32) es del mismo tipo.

Hay que resaltar que si bien el tipo de punto critico (0,0) es el mismo para el
sistema no lineal (32) que para el sistema lineal (31), en los casos aludidos por
el teorema 4, la apariencia concreta de las trayectorias puede ser bastante
diferente. Por ejemplo, la figura 5 muestra un punto silla tipico para un sistema
lineal, no obstante para un sistema no lineal la representacion gréafica de las
trayectorias de un punto silla presentara cierta distorsion.

Observacion: Es natural cuestionarse sobre los dos casos D y E de la Seccion
2-] no mencionados en el teorema 4. Si el sistema lineal asociado (31) tiene un
nodo frontera en el origen (caso D), el sistema no lineal 32) puede tener un
nodo o un foco; y si el sistema (31) tiene un centro en d origen (caso E),
entonces el sistema no lineal (32) puede tener un centro o un foco estable o
inestable.

En resumen, linealizar el sistema proporciona un cuadro cualitativo correcto del
plano de fases siempre y cuando el punto critico del sistema linealizado no sea
un punto de los casos fronterizos D y E. Si el sistema linealizado predice un
punto silla, nodo o espiral, el tipo de punto critico corresponde también al
sistema no lineal original. En cambio, si el sistema linealizado predice un punto
de los casos D y E, pueden ser alterados por la supresion de los pequefios
términos no lineales.

3.3) Estabilidad para sistemas no lineales a través del sistema linealizado:

Teorema 5: Sea (0,0) un punto critico simple del sistema no lineal (32) y
consideremos el sistema lineal asociado (31), se cumple que:

a) Si el punto critico (0,0) del sistema lineal asociado es asintdticamente

estable, entonces el punto critico (0,0) del sistema (32) también es

asintéticamente estable.
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b) Si el punto critico (0,0) del sistema lineal asociado es inestable,
entonces el punto critico (0,0) del sistema no lineal (32) es inestable.

c) Si el punto critico (0,0) del sistema lineal asociado es estable, pero no
asintéticamente estable, entonces el punto critico (0,0) del sistema no
lineal (32) puede ser estable, asintéticamente estable o inestable.

3.4) Ciclos limites:

Un ciclo limite es una trayectoria cerrada aislada. Aislada significa que las
trayectorias vecinas no son cerradas; son espirales que se mueven desde o
hacia el ciclo limite. Si todas las trayectorias vecinas se acercan al ciclo limite,
éste es estable o atractor; de lo contrario, el ciclo limite es inestable, o
excepcionalmente, semi-estable. Los ciclos limites son inherentes de sistemas
no lineales; ellos no pueden ocurrir en sistemas lineales. Un sistema lineal

puede tener orbitas cerradas, pero no son aisladas.
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Capitulo I
Modelo de Lotka-Volterra

1-] Modelos de Poblacién:

-Modelo de Fibonacci: El modelo mas antiguo de crecimiento de poblaciones es

el modelo que Leonardo de Pisa (o Fibonacci como se lo conoce desde el siglo
XVII) utilizé para describir el crecimiento de una poblacién de conejos y que
describié en su famoso libro Liber Abaci publicado en 1202. Ante el problema
de que partiendo de una pareja de conejos (macho y hembra), Fibonacci se
planteaba: ¢cuantas parejas habra al principio de cada temporada? y ¢qué
cantidad habra después de ‘h” temporadas?. Para resolverlo supuso ciertas
reglas:

1. Se comienza con una Unica pareja de conejos

2. Cada pareja de conejos madura pasado cierto tiempo T

3. Cada pareja madura de conejos produce una uUnica nueva pareja de

conejos cada temporada de crianza

4. Los conejos son inmortales
Si se denota por N; el nimero de parejas de conejos al principio de cada
temporada y por t la correspondiente temporada, entonces la poblacion de
conejos se describe por la ecuacion en diferencias (recurrencia)

Nt+1= Ne+Ni-1 t=1,2,3,...
Si se empieza por t=1 con las condiciones iniciales N, =N, =1, la formula
anterior nos genera la famosa sucesion de Fibonacci:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...

La ecuacion que modela la poblacibn de conejos es una ecuacion en

diferencias lineal y homogénea. Si se busca la solucién en forma N, =1°,

sustituyendo en la ecuacién anterior se obtiene
121 -1=0b I, =2(1£45);
12 2 - !
asi, puesto que es una ecuacion lineal de orden dos, su solucién general es:
— t t
N, =Al, +BI,,
y usando las condiciones iniciales N, =N,; =1 se obtiene:

1 (| t+l_

t+1
1 |2 )



-Modelo maltusiano o exponencial: Considerando que se tiene un numero

bastante alto de individuos, sea p(t) el nimero de individuos de una especie en

el momento t. Se supone que la poblaciéon esta aislada (o sea, no hay
emigracion ni inmigracion).
Sea r(t,p) la diferencia entre la razon de natalidad y mortalidad de la poblacién.
Entonces
p(t +h)- p(t)=r(t,p) p(t) h
si se toma limites cuando h? 0 se obtiene
p(t)=r(t,p) p(t)

La ecuacion mas sencilla posible se obtiene si se considera r(t,p)=r ,
constante. Asi, la poblacion de individuos de la especie puede ser modelizada
mediante el problema de valores iniciales

p()=rp(t) p(to)=po,  t>1o (36)

t-t
"(10)  Este modelo se lo conoce como modelo de

cuya solucion p(t)=p, e
Malthus o modelo maltusiano dado que fue propuesto por el economista inglés
Thomas R. Malthus. Si r<0, la especie esta condenada a la extincion vy, si r>0,
ésta crece en proporcion geométrica.

-Modelo Logistico: Aunque se ha visto que el modelo anterior funciona

razonablemente bien para poblaciones grandes, hay que hacer varias

correcciones pues si p(t) empieza a crecer demasiado habra otros factores

como la falta de espacio o de alimentos que frenara el crecimiento. Asi pues,
varios afios después, en 1837, un matematico y biélogo holandés, P. F.
Verhulst, propuso un modelo algo mas realista conocido como el modelo
logistico. Verhulst razon6 que, como estadisticamente el encuentro de dos
individuos es proporcional a [ entonces el término r.p de la ecuacion (36)
habria que sustraerle el término c.p?, con ¢>0. El problema de valores iniciales

gue modeliza el crecimiento de la poblacion sera:

pE=rpt)-cp*(t), P(to)=Po, t>t (37)
En general “c” ha de ser mucho més pequefio que “r’ ya que si “r’ no es muy
grande la ecuacién (36) es una aproximacion bastante buena, pero si p
comienza a crecer demasiado entonces el término —c.p? no se puede obviar y
termina frenando el crecimiento exponencial. Usualmente “c” se escribe como
el cociente r/K donde K es la capacidad de carga que esta ligada a los

recursos del habitat.



La ecuacion diferencial ordinaria es una ecuacion separable. Luego

d—p=dt? ?d—p: 1Iog| P |=t+C? P =Ce''y, por lo
p(r- cp) p(r-cp) r r-cp r-cp

tanto, la solucion del problema de valores iniciales (37) es:

e _ P

t-t9)
r- cpo +cpee’ ) cpy +(r- cpy)e

p(t)=

-r(t-to).

Notese que limy; gp(t) = T=k independientemente del valor inicial p. En el
c

r ., ., ,
caso 0<pp <—, la evolucion de la poblacién esta representada por una curva
c
(en el plano tp) que indica que a medida que “t” crece, “p” crece y se aproxima
, ) ro .
masy mas a — sin sobrepasar este valor.
c

Este modelo se ha probado con varias especies y el hecho de que la poblacion
se estabilice ha sido comprobado en distintos experimentos. No tiene en
cuenta ni las guerras ni las epidemias.

-Modelos generales: En general, los modelos discretos de poblaciones mas

usados tienen la forma
u(t +1)=f(u))=u(t) F(u))

donde u(t) mide la poblacién en el periodo ty f es una funcion no lineal.

2-] Modelo de Lotka-Volterra

En un intento por aclarar el origen de los ciclos de poblacion, Alfred J. Lotka y
Vito Volterra proporcionaron en forma independiente las primeras descripciones
matematicas de las interacciones depredador-presa durante la década de
1920. Sus modelos (que utilizan ecuaciones diferenciales) predicen
oscilaciones en el tamafo de las poblaciones de depredadores y presas, donde
los numeros de los depredadores se desfasan respecto de los de sus presas.

Estas interacciones las representaron matematicamente con el sistema de

ecuaciones:
j dx
.:._t:f(x,y)
fdy _ <) (38)
tar 9y
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donde f(x,y)y g(x,y) determinan la velocidad de crecimiento de cada una de
las poblaciones con x(t) representando a la poblacién de las presas e y(t) a la

poblacién de los depredadores. Este modelo se basa en las siguientes
hipotesis:

i. En ausencia de depredador (y=0) la poblacion de presas crece
proporcionalmente a su tamafo, es decir, tiene espacio y alimento suficiente.

Es decir, el crecimiento de la poblacién esta dado por

dx

—=ax, a>0,

dt (39)
X(t) = x, e*

El nUmero de presas en ausencia del depredador crece exponencialmente.
ii. EI depredador y(t) sélo se alimenta de la presa x(t). De modo que si no

hay presas, su tamafio decae con una velocidad proporcional a su poblacién,

esto es
d—:- cy, c¢c>0,
dt (40)
y(t)=y, e

El ndmero de depredadores en ausencia de la presa, decrece
exponencialmente hasta extinguirse.

iii. EIl nimero de encuentros entre el depredador y la presa es proporcional al
producto de sus poblaciones. Ademas, cada uno de los encuentros favorece al
namero de depredadores y disminuye el nimero de las presas. Por lo tanto, la

presencia de la presa beneficia el crecimiento del depredador como

axy, g>0
Mientras que la interaccion entre ellas, disminuye el crecimiento de la presa por
-bxy, b>0

Bajo las hipétesis anteriores se tiene un modelo de interaccion entre x(t) y y(t)

dado por el siguiente sistema:

i dx

| oo S ax- bxy

i dt (41)
| dy =(Qxy - cy

T dt

con x >0, y >0 y los parametros a, b, c, g,son nimeros reales positivos

3-] Puntos criticos del modelo
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El sistema de ecuaciones (41) conocido como el modelo de Lotka-Volterra

consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

(Z—T—x(a by) ax-bxy:f(x,y)
dy _
G-y e-ax)=-cy+axy=gly)
La matriz jacobiana es

&t i 0

gﬂ—(x Y) W(X,Y):_ga_ by -bx §

M9y Jo ) &ay -craxp
Y) <o (%Y)+

g1x iy 2

Para hallar los puntos criticos resolvemos el sistema
0 =ax - bxy =f(x,y)

0=-cy +axy =g(x,y)

Resulta que los puntos criticos son (0,0) y (%,%) (también llamados puntos de

equilibrio)

? En el punto (0,0) tenemos que la matriz jacobiana es

oIt
gﬂ—(0,0) —(O 0): @ 0

Six

a- | 0

QIIO:

detgO ] _lg—(a-l)(c-l)
@a-1)(-c-1)=0
\ l.=a U lo=-cC

Como |,y |, son reales, distintos y de signos opuestos, entonces el punto

critico (0,0) es un punto silla del sistema linealizado, y entonces, por Teorema 4
es un punto silla del sistema (41). En una vecindad del (0,0) las trayectorias
tienen el comportamiento mostrado en la figura 5. Por Teorema 5 parte b) el

punto (0,0) es inestable.

? En el punto (%, %) tenemos que la matriz jacobiana es

aﬂ(ﬁi) ﬂf(c a)o
ﬂdb ﬂdb_aeo - bc/qd
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deta@-I _bC/qg:I2+ac
€aq/b 0-1 5

12+ac=0

l12=%4+/-acC

\ I, =+ac i U |, =-+aci
Como |, y |, sonimaginarias puras, el sistema linealizado predice un centro.
Este caso no esta contemplado en el teorema 4 entonces no se puede predecir
la estabilidad del punto critico (c/q,a/b) del sistema no lineal (41) con ese

teorema y por la observacion siguiente al teorema se desconoce qué tipo de

trayectorias posee.

4-] Estabilidad del sistema segun Liapunov:

Como el teorema 4 no brinda informacion sobre el tipo de punto critico

& ao . . .
PXy :g—,gi, esto nos conduce a recurrir a otra herramienta que nos permita
q Dg

determinar su comportamiento. Por eso, se realizard el estudio de la

estabilidad del punto critico P,, con el método de Lyapunov. Con el fin de

construir una funcion de Lyapunov para el sistema (41), se propone una funcion
H como una suma de dos funciones
H{xy)=a(x)+bly) (42)

Se calculara como deben ser a y b de tal manera que H satisfaga las

condiciones sobre la derivada para ser una funcién de Lyapunov.
Si se calcula la derivada de H a lo largo de b solucién del sistema (41), se
obtiene

~dadx dbdy da

d db
@) =g+ i = g @ by) v lax- )

Para que las soluciones de (41) vivan en las curvas de nivel de H se debe

cumplir
d —
aH(x(t),y(t)) =0

Al separar las variables x e y se tiene

da db
X— Y

dx _ " dy (43)
gx-c by-a

A



Como x e y son variables independientes, la ecuacién (43) se tiene, si y sélo

Si
da db
X— Y0
dx -~ Y _ e
gx - c by a
Ya que esta constante puede ser uno, se tiene que
da _._¢
dx a X
Por lo tanto, a(x)=gx - clnx
De igual manera,
ﬁ =bh- 3
dy y

Por lo tanto, b(y)=by - alny
Asi, H es de la forma H(x,y)=qgx- cinx+by - alny, y esta definida para
x>0y y>0.
A partir de H se busca proponer una funcion de Lyapunov, por lo que es
necesario determinar los puntos criticos de H .
Como,
H MHO_ e ag
TR

se tiene que el punto critico de H es P,,

Es decir, %Eg =0
> Ty %,
Mostraremos que P,, es un minimo de H. Para ello, es suficiente probar que

la matriz hessiana de H en P, es definida positiva®. Por definicion,

aeﬂz T%a 0 aei 09
Hess(H) g#xb 2)(212/ :— ¢ a
g‘HX‘Hy W g 8 y2

[ I E C

Asi

! Una matriz de nxn es definida positiva s x'Hx>0 paratodo xI R'. Paran=2, la definicion
equivale a h;;>0y det(H)>0.
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&’ 0
¢ 0=
HeSS(H(ny))ng bzi
<% =5

2

como 150 y |Hess(H (ny )] >0, se tiene en que H tiene un minimo en P,, .
C

Si

m :H(ny):qg- chi+b2-and
q q

c a
m=c-clh—+a-aln—
q
entonces la funcion
V(X’y): H(X’y)' m,
es una funcién de Lyapunov en el primer cuadrante para el sistema (41). Al

efectuar

dVv(x,y) -V(xy) _d(ax- clnx)%+ d(by - alny)dy m
dt dx dt dy dt

V(x,y)= g% - ng(a- by)+§% - 3gy(qx -c)-m
e Xg Yo
V (x,y) = gax - gbxy - ac +bcy +bgxy - bcy - agx +ac- m
Resulta
V(x,y)=0
Por lo tanto el punto de equilibrio P,, es estable. Ademas las soluciones viven

en las curvas de nivel de V y en consecuencia en las curvas de nivel de H, ya

gue V es solo una traslacion de H .

5-] Orbitas cerradas en el primer cuadrante

Llamamos j ,(Xq,Y):11 R?® R? a la trayectoria solucion del problema
autonomo x=f(x,y),y =g(x,y), con condiciones iniciales x(0) = X,,y(0) =Yy,
Teorema 6: Cada trayectoria en el primer cuadrante del sistema Lotka-Volterra,
es una orbita cerrada salvo el punto P,, y los ejes coordenados.

Demostracion: Se demuestra por el absurdo. Se supone que no se tienen
orbitas cerradas en el primer cuadrante. Teniendo en cuenta que la

aproximacion lineal posee un centro (por tner raices imaginarias puras), el
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sistema no lineal (41) puede tner un centro o un foco (espiral) estable o
inestable. Al suponer por el absurdo que ks Orbitas no son cerradas, luego

necesariamente deben ser espirales. Se considera un punto

w=(x,y)] R>x>0y >0 tal que w?!P,, luego existe una sucesion

doblemente infinita ...,t_,,t ;,ty,t;,t,,... talque j (W) esta sobre la recta x 23,
q

de talmaneraquecuando n® ¥ ,t, ® ¥ ycuandon® -¥,t, ® -¥.

Si w no esta en una Orbita cerrada entonces los puntos j (w) forman una

. . c
sucesion monotona a lo largo de larecta x =—.
q
Como el sistema (41) no tiene ciclos limites porque estamos suponiendo que

no tiene Orbitas cerradas, j (w) converge a P,y cuando n® ¥ o j (w)
converge a P,, cuando n ® - ¥ .

Ya que H es constante sobre la trayectoria de w, se concluye que

H(ny) =H(w). Pero esto contradice la hipétesis de que H tiene un minimo en
P,y porque al ser w * P, se tendria dos minimos. Por lo tanto, las soluciones
de (41) en el primer cuadrante son trayectorias cerradas.

Asi, dada cualquier condicién inicial (x(0),y(0)), con x(0)>0 y y(0)>0 y

diferente de P,,, se tiene que las poblaciones de presas y depredadores

Xy ?
oscilan ciclicamente en el paso del tiempo, como se observa en la figuras 11y

12. Las trayectorias mostradas en las figuras fueron obtenidas numéricamente.
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. | . .,
En (41) cuando y=0 se obtiene | dt que tiene por curva solucion

x(t) = x,e® ,y(t) =0 y de la cual se interpreta que al aumentar la variable t la

poblacion de la presa crece indefinidamente. Por lo cual se afirma que el eje x

(y=0) es una trayectoria del sistema (41). En (41) cuando x=0 se obtiene



d_:o

i

| . .,
iddt que tiene por curva solucion y(t) =y.e ®,x(t)=0 y de la cual se
i =-cy
I at

interpreta que al aumentar la variable t la poblacion de los predadores tiende a

cero (extincion). Por lo cual, el eje y (x=0) es una trayectoria del sistema (41).

6-] Modelo de Lotka-Volterra extendido

Si se modifica el modelo de Lotka-Volterra considerando que la poblacion x
compite por espacio o alimento, entonces se introduce un nuevo término a la
primera ecuacion del sistema (41), resultando

dx _ 5

e (a- by)- bx

De forma anéloga, si se supone lo mismo para la poblacién y, se obtiene el

siguiente sistema

9 _ y(a- by)- bx® =x(a- by- bx)= xL(x)

dt
44
dy (44)

<r=ylax-c)- my? =y(ax- ¢ ny) =y m(x.y)

donde a, b,c,q, mb, son nimeros reales positivos; b y m representan la

proporcién de sobrepoblacion de presas y depredadores respectivamente.

Para este nuevo sistema los puntos criticos son:

_ _aa 0 _& €0 _(v ) _&b+m ga- bcd
Poo—(o’o) Pxo—gbiog Poy gb’ m; Py (X’Y) qb+bm’qb+bm5

Se descarta el punto P,, dado que no esta en el primer cuadrante.

Para estudiar el tipo y estabilidad de estos puntos criticos, intentaremos aplicar
los teoremas 4 y 5 a cada uno de ellos. La matriz jacobiana de este sistema
es:
by - 2bx - bx 0

ay ax- c-2nyg

J(X,y)=§a'

Analicemos P,

05
J(Poo):g; _ng
aa - | O &_ .
detgo -c-IE_(a [)(-c- 1)



(@a-1)-c-1)=0
\ I,=a U l,=-c
Como los autovalores de J(POO) son a y - c (reales, distintos y de signos
opuestos) por el teorema 4 se tiene que el punto critico Py, es un punto silla, y

por el teorema 5, es inestable.

En el segundo punto critico, P,, , la matriz jacobiana es

& ab o
o= P =
JPyo )= -
o 2d_.Z
& b g
ab o
¢c-a-| -— T a
detC b a1 @ocoy
¢ aqg - b
0 —-c- 1l
& b @

de donde l,=-a U l,=—"-¢

O sea que los autovalores de J(Pxo) son - ay %- C.

. a a_c

Si Fq c <0, o sea, E<—, (con lo cual ambos autovalores son reales,
q

distintos y del mismo signo ya que ambos son negativos) entonces el punto

critico P, es un nodo estable (atractor) y el punto de equilibrio no trivial P,, no

esta en el primer cuadrante, ya que ?- c <0, ag<cb, aq-cb <0 (figura

13).

. a a_c
Si Fq c>0, o sea, E>_’ (con lo cual ambos autovalores son reales,
q

distintos y de signos opuestos) entonces el punto de critico P,, es un punto
silla y el punto de equilibrio P,, esta en el primer cuadrante, por lo que es

necesario analizar su comportamiento local.
Como



bX - bX§
S PR
det(J(PXy)- | |)=§e bjy' | _ n;il %: (-bX - 1)(- ny - | ) +qbxy

|2 +1 (bX +ny)+(gb +bmXy =0

_ - (bX+ny) £ /(b% +ny)? - 4(qbxy + bXny)
2

|12

de donde se puede concluir:

1)Si (bX +ny)? - 4(gbXy + bXxny) >0 resulta que una raiz es negativa:

| = (bx+ny)- J(bX + ny)? - 4(qbXy +bXny)
2

y la otra raiz también en negativa, ya que

(gbXy +bXny)>0P (bX +ny)? - 4(gbXy + bxny) < (bX +ny)?

luego, tomando raiz cuadrada en ambos miembros, se obtiene:

J(bX + )2 - 4(gbxy + bxny) < (bX + n¥)

restando el segundo miembro:

- (bX +n¥) ++/(bX + )2 - 4(qbXy +bXny)<0
lo que indicaria que la otra raiz también es negativa. Al ser ambas raices
negativas; tenemos autovalores reales, distintos y del mismo signo, con lo cual
el punto critico P,, es un nodo asintdticamente estable.
2)Si (bX +ny)? - 4(gbxy +bXny) <0, las dos raices son complejas conjugadas
con parte real negativa: - (bX + ny)

En este caso, el punto P,, es asintoticamente estable por el teorema 5 a).

Por lo cual al punto critico P,, se lo llama foco estable, alrededor del cual las

trayectorias espirales se aproximan a él como se observa en lafigura 14.
Las trayectorias de las figuras 13 y 14 muestran el comportamiento cualitativo,

no cuantitativo, ya que no fueron obtenidas numéricamente.
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Figura 14: Atractor global en Pyy

Para determinar el comportamiento global del sistema (44) en P,, se recurrira

al siguiente teorema para sistemas en el plano
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Teorema 7: Sea D1 R", una regién simplemente conexa r , F,GI C}(D). Si

ﬂl(r (x,y)F(x,y)) +ﬂl(r (x,y)G(x,y)) es estrictamente positiva o estrictamente
X y

negativa en D, entonces el sistema x=F(Xx,y),y =G(x,y) no tiene orbitas

periddicas en D
Teorema 8: El sistema (44) no tiene orbitas periddicas en el primer cuadrante

Demostracién: Se hace notar que el primer cuadrante es una region

simplemente conexa. Ademas, si se toma r (X,y) -1 se tiene que
Xy

X Ty y X y X

T (¢ %)+ (r y) = YD o M Y) o b meg

Dado que esta ecuacién es estrictamente negativa y r1 C' en el primer
cuadrante D :{(x,y)/ x>0,y >O}, se concluye por el teorema 7 que el sistema
(44) no tiene orbitas periddicas en el primer cuadrante.

A continuacion se vera que el punto de equilibrio P,, del sistema (44) es
globalmente estable. Es decir, toda drbita en D tiende a P,, cuando t® ¥ .

Para ello se usara la Tricotomia de Poincaré-Bendixson.
El conjunto ? -limite es el conjunto de puntos del plano a los que se acerca la

orbita j ((Xq,Yo) cuando t ® ¥ (denotado por ?(Xo,Yo) ).

El conjunto a-limite es el conjunto de puntos del plano a los que se acerca la

orbita j ((Xq,Yo) cuando t ® - ¥ (denotado por a(x,Yo) ).

Tricotomia de Poincaré-Bendixson: Sea j (Xy,Y,);t>0 una Orbita en una

region B cerrada y acotada del plano. Supongamos que B contiene sélo un
namero finito de puntos de equilibrio, entonces el conjunto ? -limite toma una
de las siguientes formas:
i. ?(X,Yo) €s un punto de equilibrio
ii.  ?(X,Yo) €s una Orbita periddica
iii.  ? (x0,Yo) contiene un numero finito de puntos de equilibrios y un conjunto

de trayectorias j ;, cuyos conjuntos a y ?-limite consisten en uno de
estos equilibrios para cada trayectoria j ; .
Dado (Xo,Y,)I D, X, >0, y, >0, mostraremos que la 6rbita j ,(Xy,Yo);t3 0

permanece en un conjunto cerrado y acotado dado por



B:{(x,y)T Rz:e£x£A,d£y£F}
con e y d suficientemente chicos y A y F suficientemente grandes. Se

mostrara que j ,(X,,Y,)1 B parat:0.

[a] Veamos que en la recta que une (A, d) vy (A,F) la derivada de x es negativa.
Si no fuera asi:
g ix>0Ua-by-bx>0 (45)
d—)t(:x(a-by-bx)>0} U
1x <0Ua- by - bx <0 (se descarta porque x > 0)

En (45) con x = A: a-by-bA>0

a- bA>hy

a- bA

b

>y (porserb>0) (46)

Eligiendo A suficientemente grande tal que A >x, y o bA

<0, la desigualdad

(46) no se verifica para ningln “y” en B, yaque y >0

v Z <o
dt

y entonces, una Orbita que comienza dentro de B, no puede salir de B por el
lado x=A.
[b] En la recta que une (A,F) y (e,F) la derivada de y es negativa. Si no fuera
asi:

&y }y>Ochjq-rry>O (47)

Sovex-a-my)>op U

ly <0Ucx - gq- ny <0 (sedescarta porque y > 0)

En(47)con y=F: cx-qg-nF >0

cx >q +nkF
q+nk
X > (por serc >0) (48)
c
- - q+nF
Eligiendo F suficientemente grande tal que F>y, vy >A, la

desigualdad (48) no se verifica para ningin x en B, yaque x £ A.

V Yoo
dt
y entonces, una Orbita que comienza dentro de B, no puede salir de B por el

lado y=F.



min{y : (X,¥) =] «(X0,¥o), Parat ® 0}
> .

fuera d £0 quiere decir que la orbita j (Xq,Y,) corta el eje x. Pero esto es

[c] Sea d = Resulta d >0, ya que si

imposible, ya que el eje x es una trayectoria distinta a j (Xq,Yo) Y distintas
trayectorias no pueden cortarse, salvo en el punto critico Py, 0 en el punto Py, .
Si esto ocurriera, (es decir, que j (Xy,Y,) corta o toca el eje x en un punto
critico), significaria que esta trayectoria ingresa en ese punto critico. Pero esto
no puede ser, ya que P, y Py, son puntos silla, donde sélo entran dos
trayectorias, las que estan sobre los ejes.

o _. ,
[d] Sea e:mln{x. (xy) Jt(zxo’yO)’ parat O}. Resulta e>0, ya que si

fuera e £0 quiere decir que la orbita j ,(X,,Y,) corta el eje y. Pero, igual al

caso anterior, esto es imposible, ya que el eje y es una trayectoria distinta a

j {(X0,Yo), Y no pueden cortarse, salvo en P,,. Como este punto critico es un
punto silla, la trayectoria j ;(Xy,Y,) NO puede entrar en é€l.
Por los items [a], [b], [c] y [d] se puede afirmar que | ,(Xo,Y,)] B, para todo

t 3 0 (véase figura 15).

y |

"N (AF)
P~
v “
L >
0 £ A X
Figura 15



La regién B contiene solamente al tnico punto critico P,, . Por el teorema 8 se

descarta que ?(Xo,Yo) Sea una Orbita peridédica (descartandose el caso ii de la
Tricotomia).
Para que se diera el caso iii de la tricotomia, como B tiene un Unico punto

critico, las trayectorias mencionadas deberian salir y entrar en P, , ya que

debe ser que los conjuntos a y ? -limite de esa trayectoria son ese punto critico.

Pero esto no puede ser cierto, ya que P,, es un punto asintdticamente estable.

Luego, necesariamente debe ocurrir el caso i, es decir, que ?(Xo,Yo)=P,, €sun

punto de equilibrio donde las trayectorias que comienzan en D se aproximan a

P,, cuando t ® ¥ . Se concluye que todas las 6rbitas del sistema (44) en el

Xy

primer cuadrante tienden al punto de equilibrio P,, , lo que nos permite afirmar

Xy ?

que P,, es un punto globalmente estable.



Capitulo lII:

Conclusiones

En el desarrollo matematico expuesto del modelo depredador-presa del

sistema Lotka-Volterra se observd que todas las soluciones en el primer

qbg

el cual se demostré que es un punto estable por el criterio de Lyapunov. Esto

. . & al
cuadrante son trayectorias cerradas alrededor del punto de equilibrio g¢—,—=

se interpreta en que los tamafios de las poblaciones de presas y depredadores
gue cumplen con las hipétesis que establece el modelo (41), oscilan
ciclicamente conforme transcurre el tiempo (como se visualiza en las figuras 11
y 12).

Se observa que el modelo predice que en ausencia de presas, los predadores
se extinguen. Y ante la ausencia de predadores, las presas crecen
indefinidamente

Al modificar el sistema de Lotka-Volterra surgié el modelo extendido
(competencia) donde se analizaron los diferentes tipos de puntos criticos y su
comportamiento.

Bajo ciertas condiciones sobre los parametros del modelo, se dan dos puntos

criticos: P,y , que supone la desaparicion de las poblaciones, y el punto P,
que supone la desaparicion de los depredadores. El punto Py, es inestable,

por lo que no es esperable la extincion de ambas poblaciones, comenzando

con poblaciones positivas. El punto P,, es estable, lo que indica que, si se

cumplen las condiciones mencionadas, los predadores estan condenados a la
extincion. La otra situacion que puede suceder es la ocurrencia de tres puntos

criticos: Py, , que es inestable como antes, P,, que ahora es inestable, y P,,

gue es estable.

Se demostré que las trayectorias del sistema (44) convergen al punto P,

cuando éste existe, lo que nos estaria indicando que las dos poblaciones (de
presas y depredadores) terminan coexistiendo con valores cerca del punto de

equilibrio P, . Si inicialmente no hay presa el depredador se extingue y la

trayectoria tiende al punto (0,0). Si no hay depredador el tamafio de la

poblacién de la presa tiende a %.
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Tanto en el modelo (41) como en el modelo (44) las poblaciones no se
extinguen ambas, siempre que inicialmente el tamafio de las poblaciones sea

positivo.
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