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Resumen: Se presenta una descripcién de la dinamica del comportamiento de
una neurona, a través de un modelo matematico que representa una
modificacion del oscilador de relajacion, el cual simula las formas de los pulsos
eléctricos de las neuronas. Se realiza el analisis segun la teoria de sistemas
de ecuaciones diferenciales no lineales, analizando la estabilidad el punto
critico encontrado.

Palabras claves: Ecuacidn diferencial no lineal, puntos criticos, ciclos limites,

neurona, Fitzhugh-Nagumo
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1. Introduccién

El sistema biolégico mas simple es mas complicado que un sistema fisico
complejo. EI hombre puede dominar perfectamente el comportamiento de un
satélite artificial pero no puede hacerlo con una simple célula nerviosa. Esto es
debido a que mientras que la mayoria de los sistemas fisicos son descriptos a
través de modelos matematicos lineales, los sistemas biolégicos son no
lineales. Las propiedades de los sistemas lineales pueden establecerse de
manera univoca mediante ecuaciones matematicas, propiedad que no
comparten los sistemas no lineales.

La respuesta de un sistema lineal a un estimulo sera siempre la misma,
mientras que en los no lineales puede depender de cdmo haya sido el estimulo
anterior, o lo que es lo mismo, estan dotados de memoria, como es el caso de
la membrana excitable del sistema nervioso, cuya respuesta a un estimulo
eléctrico no solo depende del estimulo que la produce, sino también del
intervalo de tiempo transcurrido desde que recibié el estimulo anterior y las
caracteristicas de éste.

El trabajo se organiza de la siguiente manera, en el préximo apartado se
presentan los fundamentos biolégicos, y los fundamentos mateméaticos
necesarios para realizar el estudio de la neurona, luego se realiza el estudio
cuantitativo y cualitativo del modelo de Fitzhugh-Nagumo y por dltimo se
exponen las conclusiones.



2. Fundamentos bioldgicos v mateméaticos

2.1 La Neurona

El tejido nervioso esta constituido por células nerviosas y fibras nerviosas, y la
neurologia esta formada por varias clases de células. La célula nerviosa se
denomina neurona, que es la unidad funcional del sistema nervioso.

Las células nerviosas se componen basicamente de tres partes: el cuerpo
celular (soma), las dendritas y el axén (fig. 1).

El soma: contiene al nlcleo de la célula y por lo tanto es poseedor del material
genético de la neurona. Es ahi donde ocurren los mecanismos bioquimicos
sintetizadores de enzimas y demas proteinas, necesarios para mantenerla viva,
es decir, se encarga de todas las actividades metabdlicas de la neurona y
recibe la informacién de otras neuronas vecinas a través de las conexiones
sinapticas.

Las dendritas: son brazos delgados que se ramifican, formando una red que
rodea a la célula. Constituyen uno de los canales fisicos principales por los
cuales la neurona puede recibir sefiales provenientes de otras células.

El axén: son fibras que transmiten los impulsos nerviosos o potenciales de

accion desde el cuerpo celular hacia la siguiente célula.

Figura 1 Esquema de una neurona tipica.

Las neuronas estan comunicadas entre si mediante dos tipos de contactos,
quimico y eléctrico, llamados sinapsis. La sefial generada por la neurona y
transportada a lo largo del ax6n es de naturaleza eléctrica, mientras que la

sinapsis de origen quimico se da por una sustancia llamada neurotransmisor



que es liberada por la neurona presinaptica y se une a receptores ubicados en
la neurona postsinaptica. (fig. 2 y 3).
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Figura2 Neuronay sinapsis
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Figura 3 Esquema de una sinapsis. (ampliada)

La generacion de las sefiales eléctricas esta intimamente relacionada con la
composicion de la membrana celular. Es decir, la neurona como todas las
células, es capaz de mantener en su interior un liquido cuya composicion
difiere marcadamente de la composicion del liquido exterior (relacion de
concentracion de los iones sodio y potasio), siendo la concentracién de sodio
mas alta en el exterior que en el interior celular, a diferencia de la
concentracion del potasio que es inversa. La cantidad de cargas positivas es
igual a la cantidad de cargas negativas dentro y fuera de la célula, aunque no
tiene por qué ser la misma cantidad fuera que dentro de ella. Esto provoca que
dentro de la célula la carga sea neutra con disposicion de las cargas negativas
cerca de la membrana mientras que en el exterior, también neutro, se

dispongan las cargas positivas cerca de la membrana (fig. 4).
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Figura4 Disposicion de iones en la membrana celular

La separacion de cargas es la responsable del potencial de reposo de la
membrana celular, que es aproximadamente de 70 milivoltios, negativa en el
interior de la célula. EIl potencial de membrana es la diferencia de potencial
entre el interior y el exterior celular tanto en reposo como en los distintos
estados de activacion.
La llegada de sefiales procedentes de otras neuronas a través de las dendritas
actla acumulativamente, bajando ligeramente el valor del potencial de reposo,
dicho potencial modifica la permeabilidad de la membrana, de manera que
cuando llega a cierto valor critico comienza una entrada masiva de iones de
sodio que invierten la polaridad de la membrana (despolarizacién). Esta
inversion de voltaje es conocida como potencial de accion que ocurre cuando la
despolarizacién producida por la entrada de sodio alcanza los 15 milivoltios, se
propaga a lo largo del axdn y propicia la emision de los neurotransmisores en
las terminales axénicas.
Una neurona puede estar en estado:
Excitado: cuando se produce la despolarizacion y el potencial de
membrana disminuye (acercandose al cero, no en sentido matematico)
debido al aumento de cargas positivas.
Inhibido: cuando se produce la hiperpolarizacion al ingresar cargas
negativas al interior de la célula provocando un aumento del potencial de

membrana.



En la excitacién inicial comienza un proceso que produce un impulso eléctrico,
gue viaja a través del axén, a velocidades superiores a los 100 m/seg. Este
proceso es asistido por la mielina que recubre la neurona, aislandola del medio
ambiente.

La transmision de una sefial de una célula a otra por medio de la sinapsis es un
proceso quimico. En él se liberan sustancias transmisoras en el lado del
emisor de la unién. El efecto es elevar o disminuir el potencial eléctrico dentro
del cuerpo de la célula receptora. Si su potencial alcanza el umbral se envia un
pulso o potencial de accion por el axén (fig.5). Se dice entonces, que la célula
se dispar0. Este pulso alcanza otras neuronas a través de la distribucion de los
axones.
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Figura5 Esquema de un potencial de accion

El potencial de accion se dispara cuando se abren los canales de sodio y este
ibn ingresa masivamente provocando una disminucion del potencial de
membrana que se aproxima al valor de equilibrio del sodio de 55 milivoltios,
pero que no alcanza ya que se inactivan los canales de sodio luego de haber
sido abiertos pasando a un estado de refractariedad, en el que hay salida de
iones de potasio, -dado que la membrana tiende a wlver a su estado de reposo
(70 mv) - y entrada de iones de cloro para contribuir a llegar al valor de estado
de reposo que una vez alcanzado -debido a que sigue entrando una leve
cantidad de iones de cloro- hace mas negativo el interior celular produciendo

un periodo de hiperpolarizaciéon que rapidamente vuelve al estado de reposo.
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Durante el potencial de accion se producen dos periodos:

Refractario absoluto, que coincide con el pico del potencial de accion donde
ante la aplicacion de un estimulo, ain de intensidad maxima, no se va a
producir un nuevo potencial de accién porque los canales de sodio se
encuentran cerrados.

Refractario relativo, en el que un estimulo supramaximo desencadenaria un
segundo potencial de accion de menor amplitud debido a que hay dgunos

canales de sodio que se han abierto y otros alin permanecen cerrados.

2.2 Origenes de la formulacién mateméatica de procesos neuronales

En la década de 1930 a 1940 se propusieron varios modelos con el objeto de
describir la neurona por medio de dos variables de estado gobernadas por
ecuaciones diferenciales auténomas, ordinarias, lineales y de primer orden.
Todos estos modelos son en esencia similares, pero se diferencian entre si en
la identificacién de las variables de estado con parametros reales existentes en
la neurona, como, por ejemplo, excitacion e inhibicion, potenciales de
membrana y potencial de umbral, etc.

La teoria de la neurona formal continua (neurona artificial que modela la
actividad de la neurona bioldgica) es, salvo pequefias variaciones, la teoria de
los dos factores concebida por N. Rashevsky. Su teoria esta expresada por:

dx

rm =b,E; - a;.x
d

%: b,.E,-a,y

S(t) = S (x,y,U)

Donde, x(t) es el factor excitante, y(t) es el factor inhibidor, E;(t) es la suma de
los estimulos excitantes, E; (t) es la suma de los estimulos inhibidores y S(t), la
respuesta de una neurona formal con umbral U, el cual es caracteristico de la
neurona formal.

Otro modelo de la neurona es un modelo discreto propuesto por W. McCulloch
y W. Pitts, que estd basado en una descripcién funcional de la neurona a través
del Algebra de Boole. Este modelo que opera con redes de neuronas formales
discretas, tiene por unidad a la neurona formal discreta, la cual est4d basada en
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el comportamiento todo-o-nada de la neurona real. Por lo que le atribuye a la
neurona discreta dos estados: encendido o 1 y apagado o 0. La forma de
operar de la red neuronal de McCulloch — Pitts es analoga al funcionamiento de
una computadora digital, pues ambos sistemas utilizan elementos binarios
conectados entre si.
En 1951, Huxley y Hodgkin lograron el modelo matematico que mas se
aproxima al comportamiento real de la neurona, construido analiticamente a
partir de datos experimentales obtenidos en el axén gigante de calamar, que se
expresa por medio de un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales que aproximan las caracteristicas eléctricas de células excitables
como las neuronas o los miocitos cardiacos.
Las hipétesis fisicas seguidas por H-H para armar su modelo fueron:

El tejido excitable funciona como un circuito eléctrico.

La corriente a través de la membrana es movida por iones de sodio,

potasio y otros no identificados.

Las corrientes i6nicas son independientes una de otras

La fuerza motora de los iones se produce por la diferencia de

concentraciones en el interior y el exterior de la membrana celular.
Este modelo, que consta de cuatro ecuaciones, estd formado por una que
corresponde a la dinamica del voltaje y las otras tres correspondientes a la
dindmicade la activacion de canales. Estas son:

CV=-g(V- V))- gy m®h(V- Vi) - gem?(V - Vi )+1,

m=a,(V).(1- m)- b, (V).m

n=a,(V).@- n)- b, (V).n

h=a,(V).- h)- b, (V).h
Donde,
V = potencial de membrana
C = capacitancia de la membrana celular (propiedad de la membrana de
retener energia electrostatica).
gna = conductancia del sodio (es la inversa de la resistencia, que es la
oposicion al movimiento de electrones)
gk = conductancia del potasio
0= conductancia de otros iones no identificados

Vi = voltaje de reposo para el ion “i”
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| = corriente inducida

m = funcién asociada a la activacién del canal iénico del sodio

n = funcién asociada a la activacion del canal i6nico del potasio

h = funcién asociada a la desactivacién del canal por cargas de sodio

a;j, bi = funciones de ajuste para el comportamiento de apertura y cerradura de
canal para la funcién i (tasa de transferencia de iones al interior y al exterior de
la célula)

Las ecuaciones de H-H corresponden al circuito eléctrico (fig. 6) que modela la
membrana celular .

exterior
| Na 1, I
Vo, M E %E 9
G
Ve Y= Wi
interior

Figura 6 Circuito eléctrico

Usando la ley de Ohm, tenemos que V =Rl y C.O(Ij—\: =1.

Siendo R una medida que indica el impedimento del flujo de corriente, y g una

medida de la conductancia dada por g :%

Por lo tanto v = L P I=V.g
g
Entonces, en el nodo correspondiente al sodio,

V :IN_a y V=V

9Na a + VNa
INa

9N

Sustituyendo, V = Ia +V), de donde se obtiene que Iy, =gy, (V - Vna)
ONa

De la misma manera se obtiene I, =g, (V- V)

L =g(V-V)
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n

Por la 12 ley de Kirchoff, J1 =0 en cada nodo, la corriente total esta
i=0

determinada por la suma de las corrientes iénicas para el sodio, potasio y otros

iones junto con una corriente inducida la.

La corriente generada por los canales es entonces | = Iy, +1x +1, , por lo
que
dv
C'W:gNa(V -Vha) *9x (V - Vi) +gi(V - V)

Sabiendo que la corriente inducida } es igual pero de signo opuesto a la

generada por los canales, la ecuacion correspondiente es

dv
C. G = InalV - Vi) 0V - Vi)- 0,V - Vi) +1,

Por otro lado, la conductancia del potasio g« obedece a la ecuacién diferencial

dd% =f(v,t) conv=V -V, la que se reescribié en términos de la variable

n(t) de manera que g, =g..n* donde g, es una constante que se determin6

experimentalmente y la funcién n representa la fraccién de canales abiertos

tras aplicar un voltaje fijo al tiempo t que satisface la ecuacion

dn
rm =a,.(1-n)- b,.n
Donde a,=a,(v)>0, b,(v)>0, para ajustar el comportamiento a los datos
experimentales; en el caso de v = cte., n mide la actividad del potasio. Las
funciones usadas son:
0.01.(v +10)
2 +106 1
& 10 g

a,(v)=

ex

bn(v):0.125expglg
e80g

La forma propuesta para la conductancia del sodio es g, = gy, m>h donde

dm dh
W:am.(l- m)- b,.m Yy E=ah.(l- h)- b,.h
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En 1961, Fitzhugh propuso un modelo simplificado del modelo de Hodking
Huxley que estudia numéricamente una generalizacion de la ecuacion de
Bonhoeffer-Van der Pol, para describir la dindmica de una Unica neurona

considerando solamente la parte axonal de la misma, a través de las siguientes

ecuaciones:
3 R
dx & x 0
— =CCX- — +y +2Z7F
dt g 3 >
dy 1
—="(a-x-b
=@ x-by)

Donde a, b y ¢ son constantes positivas, z es la intensidad del estimulo, x el
voltaje e y una variable de recuperacion.

En estas ecuaciones m y v (la activacion del sodio y el potencial de membrana)
se agrupan en una misma variable x y la desactivacién del sodio h y la
activacion del potasio n, evolucionan juntas y se agrupan en la variable y.
Basicamente se usa para modelizar los mismos fenédmenos que el modelo de
Hodgkin-Huxley, es decir, el control del potencial eléctrico de accion a través de
la membrana de la célula. Este control se realiza a través del cambio del flujo
de los canales i6nicos de la membrana de la célula, dando lugar a cambios del
potencial que se utiliza para enviar sefiales eléctricas entre las células. Su uso
no solamente se aplica para modelizar potenciales de accién en neuronas, sino
también en otras células excitables.

De aqui en més, adoptaremos para el resto del presente trabajo, el modelo de
Fitzhugh-Nagumo

-13-



3. Estudio de modelos matematicos

Un modelo matematico se define como una descripcion desde el punto de vista
de las mateméticas de un hecho o fenémeno del mundo real. Es un patrn
tedrico o experimental que permite interpretar mediante métodos matematicos
fendmenos reales o problemas tedricos para hacer inferencia y tomar
decisiones. EIl objetivo del modelo matematico es entender ampliamente el

fendmeno y tal vez predecir su comportamiento en el futuro.
El proceso para elaborar un modelo matematico es el siguiente:

Plantear un problema del mundo real

2. Formular un modelo matematico acerca del problema, identificando
variables (dependientes e independientes) y estableciendo hipétesis lo
suficientemente simples para tratarse de manera matematica.

3. Aplicar los conocimientos matematicos que se posee para llegar a
conclusiones matematicas.

4. Comparar los resultados obtenidos como predicciones con datos reales.
Si hay discrepancias, se reformula el modelo.

Es importante mencionar que un modelo matematico no es exactamente igual
al problema de la vida real que se quiere estudiar sino que se trata de una

idealizacion.

3.1. Modelos dinamicos

Un modelo dinamico constituye una descripcion, generalmente matematica, del
comportamiento de un sistema. Una de las herramientas matematicas mas
Utiles para describir procesos dindmicos continuos es la ecuacion diferencial.
En muchos procesos y sistemas son necesarias varias ecuaciones
diferenciales para describir adecuadamente su dinamica.

Un modelo dinamico es uno en el cual las variables de decision implican
magnitudes y decisiones para distintos instantes de tiempo.

Muchas de las leyes o de los principios en los que se basa el mundo natural
son declaraciones o relaciones que involucran tasas de cambio con las que

suceden las cosas. Cuando dichas leyes se expresan en términos
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matematicos, las relaciones son ecuaciones y las tasas de cambio son
derivadas, por lo tanto, son ecuaciones diferenciales.

Un sistema de ecuaciones diferenciales, de orden n, se escribe:

dx

d—tlzgl(Xl,Xz, ....... Xn,t)

dx,

= ¢ PY O 10 G Xt 1
dt 92( 11 N2 n ) ( )
dx

= On (XX D)

Cuando las funciones del lado derecho no dependen de t, el sistema es
auténomo.

A un punto X* = (X, Xg s o ,X,) tal que g (x’)=0 para k=1,2,...,n se lo
llama punto critico del sistema.

Una solucion del sistema (1) para tl (a,b) es un n-vector x = x(t) cuyas
componentes son funciones diferenciables de t en (a,b), y satisfacen las

ecuaciones (1).

Si el sistema (1) tiene un punto critico x*, admite una solucién trivial, x(t)=x".
Esta es una solucion constante para todo t. Fisicamente, si interpretamos las
variables x, por ejemplo, como la posicién de una particula, y la variable t como
el tiempo, cuando la particula se ubica en un punto critico x* permanece alli
indefinidamente, por eso, a la solucion constante también se la llama solucion
de equilibrio o estacionaria.

Las soluciones no constantes x =x(t)pueden definir una curva simple (que no
se cruza a si misma) o una solucién periddica. Las soluciones periédicas son
tales que existe un p>0 tal que x (t+p)=x (t) para todo t. Al menor valor p tal que
esa relacion ocurre, se lo llama periodo de la solucién.

Si las magnitudes medidas por x, valen x* para un determinado to, seguiran

teniendo esos valores para todo t>t,. Interesa saber qué sucede con la

solucioén, si los valores de x estan cerca de x" en un determinado to. En
particular, interesa saber si la solucion x(t), permanece cerca del punto
estacionario para t>t,. Estas ideas se formalizan en el concepto de

estabilidad de los puntos criticos.
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3.2 Estabilidad de puntos criticos
Consideremos el sistema autbnomo

dx
d_tl:gl(xlyxz, ....... Xn)
dx
d_tZ:gz(Xl,xz, ....... Xn) )
dx,
dt :gn(xl,xz, ....... Xn)

Suponemos que las funciones gk son continuas y tienen primeras derivadas

parciales continuas en todo R". Los puntos criticos se pueden calcular
resolviendo simultaneamente las ecuaciones g,(x")=0, g,(x")=0, ..,
gn(x")=0.

Sea x* un punto critico aislado de (2). Si F(t):[xl(t),xz(t),...,xn (t)] es una
solucion de (2) (cominmente llamada trayectoria del sistema), diremos que f

tiende ax*cuando t® ¥ si

||m x ()=x,  k=12..n

t® ¥

Geométricamente, esto significa que si P=(x1, X, ..., Xp) €S Un punto que se
mueve en R" seglin x, =x,(t), entonces P® x cuando t® ¥.

Se dice que un punto critico X es estable si, dado un e® 0, existe un & 0 tal

que, para cada solucion x = x(t) del sistema (2), que cuando t=0 satisfaga
||x(0)-x*|<d, (3)
existe para todo t > 0 y también satisface
”x(t) - x" <e (4)
para todo t3 0.
Un punto critico que no es estable se llama inestable.
Geométricamente, como se ve en la figura 7a, las expresiones matematicas (3)
y (4) dicen que para todas las soluciones que comienzan “suficientemente
cerca” (dentro de la distancia d ) de x  permanecen “cerca” (dentro de la

distancia e) de x .
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Se dice que un punto critico es asintéticamente estable si es estable y si existe
un ¢ >0 tal que, si una solucién x =x(t) satisface "x(O)- x*||<d, entonces
limx(t)=x".

t®¥

Asi, las trayectorias que comienzan “suficientemente cerca” de x" no sélo

deben permanecer “cerca”, sino que al final deben tender a x* cuando t® ¥
(Fig. 7 b).

a) estable b) asintéticamente estable
Figura 7 Estabilidad

La estabilidad asintética es una propiedad mas fuerte que la estabilidad, porque

un punto critico debe ser estable para que pueda ser asintéticamente estable.

3.3 Sistemas lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales, lineal de orden n tiene la siguiente

forma:
dx,
y =p1a(OX1 +P12 (X +.ooeF Pin (DX, +94(1)
dx, _
o P21 (t)Xy + Pop ()Xo + .ot Pon ()X, +92(1) %)
dax, _
dt - pnl(t)xl + pn2 (t)Xz . + pnn (t)xn + gn (t)
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Donde los coeficientes, p; y las funciones, g, son continuos en un intervalo
comun I. Cuando g(t) =0, i=1,2,... n, sedice que el sistema lineal es
homogéneo; en caso contrario, es no homogéneo.

En forma matricial, el sistema se expresa de la siguiente manera

X =P(®)x +g(t) (6)

aut) - Pn (t)Q
donde P(t)=¢ : ¢ =zes la matriz de coeficientes del sistema

8pnl(t) ** Pnn (t)B

8@1(09
y 9(t)=¢ : =+ eseltérmino no homogéneo del sistema.

NOP
Se dice que el sistema (6) tiene una solucion en el intervalo | si existe un vector
X = Xx(t) (7)
con n componentes que es diferenciable , y satisface la ecuacién (6) en todos
los puntos del intervalo I.
Ademaés del sistema de ecuaciones diferenciales, también puede indicarse una
condicion inicial de la forma
X(to) =X, (8)
donde tq es un valor especifico de thl, Y Xo €S un vector constante dado, con n
componentes. En estos casos, el sistema (6) y la condicion (8) forman un

problema con valor inicial.
En el caso en que P(t) sea una matriz constante, y g(t) = O el sistema resulta,

x =Px donde x(t) = 0 es una solucién del sistema, ya que x =0 es un punto
critico. SiP es invertible, x'=0 es el Gnico punto critico del sistema.

Si los valores propios de la matriz P son todos distintos, las componentes de
cualquier solucion no constante son combinacion lineal de exponenciales de
tipo €'*, donde | es un valor propio de P. Recordemos que la exponencial de
un nimero imaginario da origen a senos y cosenos.

En el caso general se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 1:

Si x(t) es una solucién del sistema x =Px, cada coordenada x(t) es una
combinacion lineal de funciones de tipo #e® cos bt y t“e® sen bt , donde a+bi

son los valores propios de la matriz P, y k es un entero positivo menor que n.

Este resultado es consecuencia de los siguientes teoremas:

Teorema 2
Sea P una matriz de n x n. Entonces existe una matriz B invertible de n x n tal

que J = B'PB, donde J es una matriz de Jordan cuyos elementos en la
diagonal son los valores propios de P.

Una matriz de Jordan es de la forma J= donde

('D:('D)('D)(‘D)(‘D)@
o
[
N
N
N—r

o
o
=
= -
L/

cada blogque Ji(li) es un bloqgue de Jordan de n’n, dada por

d, 1 0 ou

e u

S0 1, 1 oy
J()=¢e0 0 I ou,
éI . :L,J

é. . . . l;l

g0 0 0 - IH

es decir, una matriz cuadrada con | ; en la diagonal, y unos arriba la diagonal.
Si todos los bloques de Jordan son de 1x1, la matrizJ es una matriz diagonal.
La matriz J del teorema se llama forma canénica de Jordan de P.

Es sabido que si | es un valor propio de P con multiplicidad algebraica igual a
su multiplicidad geométrica, digamos m, existen m vectores propios linealmente
independientes correspondientes al valor propio |. Cuando la multiplicidad
geomeétrica de un valor propio es menor que la multiplicidad algebraica, se usan
vectores propios generalizados:

Un vector propio generalizado de una matriz cuadrada P es un vector no nulo
vV, que satisface(P- I I)\/2 =v,, donde | es un valor propio de P,y v; esun

vector propio correspondiente al .
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Teorema 3

Sea B la matriz de nxn cuyas columnas son n vectores propios o vectores
propios generalizados de P. Entonces B™PB es una matriz de Jordan, cuyos
elementos en la diagonal son los valores propio de P, y aparecen en el orden

en que se ubican los vectores propios correspondientes en B.

Sea J una matriz de nxn. Entonces, la exponencial de J, e’ esta definida por:
5 NEEENE é Jk . .
e’ =l+J+—+—+.=9 —. Esta serie de matrices converge para
20 3 Kl

cualquier matriz J.

Teorema 4

Para cualquier vector constante d, x(t)=e"'des una solucién de la ecuacion

diferencial x =Px.

Demostracion:

P2t2 Pntn
Por definicién de exponencial de matriz, e™ =1+Pt+ +...+ ' +..
n!
Derivando se obtiene*
Pt 3:2 n+lsn
de” _pipzs P, JPTUL
2! n!
242 n{n A
:P.§?+Pt+P LA i +. 2= peht
2! n! o
a
dx _de™

Luego, six(t)=e"'d, con d constante, 5

Entonces x =Pe”'d = Px(t)

Este resultado nos da explicitamente la solucion de todo sistema de
ecuaciones diferenciales lineal de primer orden homogéneo. Aunque queda la
cuestion: ¢cémo se calcula en forma practica la exponencial de Pt? El

siguiente teorema nos da una idea:

1 La derivacion término a término esta justificada porque la convergencia es uniforme.
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Teorema 5
Sea J la forma candnica de Jordan de la matriz P, y sea J = B"'PB. Entonces

Pt :BeJtB-l.

Demostracion:

Primero notemos que si J=B"PB b P=BJBly
k.veces

P* =(as ) =(83B *)BIB")..[B3B )

-BJ(B '8 8)..[" BB

=BJ¥B?!
Entonces,
ks k Sk K
ngt:g(BJBl)tngJBlt Bg:‘J G-1-pedpt.
ko K S k! k=0 o K 5

El teorema nos dice que para calcular la exponencial de Pt, debemos calcular
la exponencial de una matriz de Jordan. Si ésta es diagonal, es claro como

calcular la  exponencial, ya que, en el caso de 2x2,

k 0 I gt
-&Fa ij, entonces e’ = &8 ? 9
éo |zr21 éO |5 go e'?
K k k-1 't Itg
Si J no es diagonal, Jk:aé 13 _2° K —entonces et = 2e te?
0 15 Eo 1* 5 €0 et

Esto se puede demostrar por induccion completa:
Para k=1
16 _a' 1°0_a 106
go 15 %0 It 5 go | 5
Por hipétesis inductiva suponemos que para k=n la igualdad es verdadera
g 19 _a" nI"™'o
€ 15 S0 p2
Probemos que es verdadera para k =n+1

Por hipétesis inductiva

g 19 _a" ni"™'o
0 15 S0 1n
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g 10'a 16_a" nl"oz 16
A P

LN+l

g 1o _a&"™ ["+nl"™l0
015 S0 m g
g 15" _a@™ (+1)"o
go | & 0o 1™
Por lo que
% (1) é¥nl "0
el =G0 Mg b
S T
é n=0 n! 5
n-1.n ¥ [ n-1.n 2,3 3.4
Ahorabien,g_nI ! :él LA B Sl B S
e nl e (n- 1) 20 3
x 2:2 343
:t1+lt+|—t+| L T=te't
g 2 3 P
It It
, 0
En consecuencia, e“:? te“j
0 e g

Si el bloque de Jordan fuese de 3 x 3, de la misma manera se demuestra

éa?k K k1 k(k' )|k-29
2

queJk:go | KW' I 'y entonces
50 0 kT
Q -
e 7]
2 kk-1) 5 « 6
g3 1) g £ e
gk=0 Koo k!k k=2 l(! ) -
¥ ¥ - =
=& o é(lt) ékl Y 2y como
g k=0 K! k=1 (k') -
8 (9 S
¢ 0 0 3 +
é ka:b k! I
2
k(k - 1)|k 2 (k
§ 2 _g|k'2.tk S S 5 S s S
f’__‘z ki w2k-2y 2 2 220 23
2 2.2 3.3 2
:J[_§*5_+|t+I t +I t +...g:t_eIt
2 2 3 5 2



éaélt telt ﬁeng
¢ 2 =
Entonces, e’ =¢0 e'' te'' +
éo 0o et

Con todo esto, vemos que las soluciones del sistema x =Px se pueden
escribir como x(t)=e”'d =Be’'B 'd para cualquier vector d, siendo J la forma

canodnica de Jordan de P y B una matriz cuyas columnas son vectores propios

y vectores propios generalizados de P. Entonces, cada componente de x(t) es

una combinacion lineal de términos que contienen las funciones e't, y, t"e'!

donde | es un valor propio de P, real o complejo. En el caso en que sea

complejo, sea |=a+bi, la exponencial es e't=eX*(cosbt+isinbt), ¥
k jat

tke't =tke®(cosbt +i sinbt)

3.3.1 Clasificacion de los puntos criticos de sistemas lineales de orden 2

Para estudiar la clasificacion de los puntos criticos de sistemas lineales de 2x2,

consideremos el sistema

i dx
i = aX+byy

i dt

i ©)
i a,x +b,y

T dt

b,06 .
! "1 se denomina

gue tiene el origen como punto critico. La matriz P = ga
2 29

matriz de coeficientes del sistema.

a; by

Supongamos que 10, (10)

a, Dy
es decir, el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo. Asi, (0,0) es
el Unico punto critico, y por lo tanto, es aislado.

Como se mostrd en la seccion anterior, el sistema tiene una solucién no trivial

ix =Ae't . .
de la forma | ,, siempre que | 8ea un valor propio de la matriz de
ty =Be

coeficientes, que se calcula como raiz de la ecuacion cuadratica
P-1{=12- (a, +b,)l +(asb, - a,b;)=0. (11)
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De acuerdo a la forma de las trayectorias alrededor del punto critico aislado,
éstos de denominan nodo, punto silla, foco o centro.

Un nodo es un punto critico donde las trayectorias vecinas a él o bien todas se
acercan o bien todas se alejan del punto. Cuando el retrato de fase esta
formado por semirrectas donde todas entran (o todas salen) del punto critico, al
nodo se lo llama nodo estrella.

Un punto silla es un punto critico donde se tienen un par de trayectorias
opuestas que entran, otro par de trayectorias opuestas que salen del punto y el
resto son ramas de hipérbolas con asintotas en las trayectorias anteriores.

Un punto espiral o foco es un punto critico al cual todas las trayectorias
vecinas son espirales que convergen hacia el punto critico o divergen desde él.
Un centro es un punto critico tal que en una vecindad de él todas las
trayectorias son cerradas.

Sean |, ¢ |, las raices de la ecuacidn cuadratica, distinguimos los siguientes
casos:

Caso A: Silas raices | 1?y 12 son reales, distintas y del mismo signo, el punto
critico es un nodo.

Demostracion:

Supongamos que |1 y |2 son ambas negativas, y elegimos la notacion
| 1<I 2<0.

98'1d , donde

I ot =
g

De acuerdo a los teoremas 4 y 5, la solucion es gg: B? 0
] 0 e

d es un vector arbitrario, y B es la matriz de vectores propios de P

correspondientes a los valores propios |1 y 12 (en ese orden). Si

B= ?1 Bzg y Bld= ?1 2 cada componente de la solucién se escribe
1 Bog Co o
fx =c,A' ! +c, AR (12)
I :
fy =c,B,e'! +¢,B,e'?
Cuando c, =0, obtenemos las soluciones
Px=cipe (13)
i
fy =c,Be'"

Y cuando c1 = 0 obtenemos | as soluciones
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v — | ot
}x = c2A2eI 2t (14)
fy =c,Be?

Para cualquier c1 > 0, la solucion (13) representa una trayectoria consistente en
la semirrecta Aty= Bix con pendiente B,/A,;y para c< O representa una
trayectoria que consta de la semirrecta complementaria a la anterior. Como
| 1 <0, ambas trayectorias en forma de semirrecta tienden a (0,0) para t® ¥,y
como y/x =B,/A, , ambas entran a (0,0) con pendiente B, /A, (fig. 8).

4,

Figura8 Nodo

Exactamente del mismo modo las soluciones (14) representan dos semirrectas
en la recta Agy= Bx, con pendiente B,/A,. Estas dos trayectorias también
tienden a (0,0) cuando t® ¥ y entran en él con pendiente B, /A, .
Sict0Yy c,?0, lasolucion general (12) representa trayectorias curvas.
Como 112 0y |2 <0, estas trayectorias también tienden a (0,0) cuando
t® ¥. Ademasalser | ,-1,<0e

cBie'l +c,Bye' 2! - (ClBl/CZ)e(I 2ty B,
c AR +C AR 2! (ClAl/CZ)e(I 2ty A,

y
X

Es claro que (y/x)® B,/A,cuando t® ¥, asi que todas ellas entrana (0,0)
con pendiente B,/A,. El punto critico es un nodo y es asintéticamente
estable.

Si 119 12 son ambos positivos y elegimos la notacién de manera que
1> 12 > 0, la situacién es exactamente la misma excepto que todas las
trayectorias tienden a (0,0) y entran a él cuando t® -¥. En este caso se

trata de un nodo inestable
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Caso B: Silas raices 1 ; y |, son reales, distintas y de signos opuestos, el
punto critico es un punto silla.

Demostracion:

Elegimos la notacion de modo que 11<0< 12 La solucion general de (9)
puede escribirse como (12) y de nuevo tenemos soluciones particulares de la
forma (13) y (14). Las dos trayectorias con forma de semirrecta representadas
por (13) tienden y entran a (0,0) cuando t® ¥, pero esta vez las

representadas por (14) lo hacen para t® -¥. Sic,;1 0y c,! 0, lasolucion

general (12) representa trayectorias curvas, pero al ser 1 1 <0< |2, ninguna de
ellas tiende a (0,0) cuando t® ¥ 0 t® -¥. Enlugar de eso, cuando t® ¥,

cada una de esas trayectorias es asintética a una de las semirrectas (14), y
cuando t® -¥, cada una de ellas es asintética a una de las semirrectas (13).
La figura 9 muestra una grafica de ese comportamiento. En este caso el punto

critico es un punto silla inestable.

I

S

Figura9 Punto silla

Caso C: Silas raices I ; y |, son complejas conjugadas, pero no puramente

imaginarias, el punto critico es un foco.

Demostracién

En este caso, |1 y |2 tienen laforma azib, donde ay b son nimeros reales

no nulos.

Observemos que el discriminante D de la ecuacion (11) es negativo:
D:(a1+b2)2 - 4(ayb, - azb1):(al' b2)2+43-2b1<0 (15)

La solucion general en este caso es:
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’{ x =e®[c,(A,cosbt - A,senbt)+c,(A;senbt+ A, cosbt)| (16)
fy =e® [cl(Blcosbt - B,senbt) +c, (B;senbt+B, cos bt)]

donde vi=(A1, B1) y vo=(A2, B2) son la parte real e imaginaria del vector propio
correspondiente al valor propio a+bi (el vector v; — iv, es vector propio
correspondiente al valor propio a-ib) y c1y c, son constantes arbitrarias.

Supongamos primero que a < 0. Entonces de (16) x® 0 e y ® 0 cuando
t® ¥, de modo que todas las trayectorias tienden a (0,0) cuando t® ¥.
Ademaés las trayectorias no tienden a (0,0) con pendiente asintética, cuando
t® ¥, sino que giran en torno a él en forma de espirales. Para probar esto
introducimos la coordenada polar g, y demostraremos que a lo largo de
cualquier trayectoria, dg/dt es de signo constante para todo t.

dg _ x.dy/dt - ydx/dt
dt '

—tan-1 7
Como sabemos q=tan *(y/x), asf que R

Y usando las ecuaciones (9) obtenemos

dg _ ayx? +(b, - ay)xy - by?
dt X2 +y?2

an

Suponemos que x?+y?10 (ya que solo sirven las soluciones que
representan trayectorias). Ahora (15) implica que a, y b, tienen signos

opuestos.

Consideremos el caso que a,>0 y b, <0. Cuandoy =0, (17) da % =a, >0.

Si y*0, dg/dt no puede ser O; porque, si lo fuera, (17) implicaria que

ax?+ (bz - al)Xy -by?=0, osea
.2
a2w_(g + (b - al)i_ b, =0 (18)
y

para algun numero real x/y, cosa que no puede ser cierta por cuanto el

discriminante Dde la ecuacién (18) es negativo por (15). Esto demuestra que

% es siempre positiva si a, >0. Analogamente se ve que % es siempre

negativa si a, <0. Puesto que, por (16), x e y cambian de signo infinitas veces

cuando t® ¥, todas las trayectorias giran en espiral en torno al origen (en

sentido contrario a las agujas del reloj o al revés segin sea a, >0 0 a, <0).
En este caso el punto critico es un foco, asintéticamente estable.
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Si a>0, la situacién es la misma salvo que las trayectorias tienden a (0,0)

cuando t ® -¥ vy el punto critico es inestable.

La figura 10 ilustra la forma de las trayectorias cuando a, >0y a, <0.

F r 9

I a

) LD
N 1

-

v

Figura 10 Foco o espiral

Caso D
Silas raices | 1§ |2 son reales e iguales, el punto critico (0,0) es un nodo.
Demostracion:

Suponemos que |, =| , =1 <0. Hay dos subcasos para tratar por separado:
() a=b,20Y a,=b, =0;

(i) todas las demas posibilidades que conducen a una raiz doble de la
ecuacion (11).

(i) Si a denota el valor comun de a, y b,, la ecuacion (11) se convierte en

I12-2al +a2=0 vy | =a. Elsistema (9) es, por lo tanto,

idx
— = ax
:[d
dy
I_:a
far Y
Y su solucién general es
ix=ce'l
%y-cle" (19)
-2

Donde c; y ¢, son constantes arbitrarias. Las trayectorias definidas por (19)

son semirrectas de todas ks pendientes posibles, y como | <0 vemos que

cada una de ellas tiende y entra en (0,0) cuando t® ¥ . En consecuencia, el

punto critico es un nodo asintéticamente estable. Si | >0, tenemos la misma
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situacion excepto que las trayectorias tienden a (0,0) cuando t® -¥, las

flechas de la figura 11 se invierten y (0,0) es inestable.

A

I

Y

Figura 11 Nodo estrella

(i) En este caso, de acuerdo a los teoremas 4 y 5, la solucién

o] As0 )
esgy —Bg t :B 'd, siendoB = g I, donde la primer columna es el
o 0 e'g B, g

vector propio, y la segunda, el vector propio generalizado. La solucién general

de (9) se puede escribir como

1X C1A1e +Cz( +A1t) .

(20)
Ty c,Be'’ +C2(Bz +Blt)e“
Cuando c2 = 0, obtenemos las soluciones
x =c,Ae'!
T o (21)
Ty = ClBle

Estas soluciones representan dos semirrectas de la recta Ay = Bjx, con

pendiente Bi/A1, y como | <0, ambas trayectorias tienden a (0,0) cuando
t® ¥ (fig. 12). Ademas, como y/x =B,/A,, ambas trayectorias entran en
(0,0) con pendiente Bj/A;.

Si ¢, 1 0, las soluciones (20) representan tray ectorias curvas, y como | <0,

esas trayectorias tienden a (0,0) cuando t® ¥ .
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Figura 12 Nodo asintoticamente estable

cBe'' +c,(B, +Bt)e'" _cB,/c, +B, +Bt
c,Ae't e, (A + At CAIC, + A, +AL

Se deduce de

y que
X

y/x® B,/A,,cuando t® ¥, asi que estas trayectorias curvadas entran todas
en (0,0) con pendiente B/A;. Se observa también que y/x ® B,/A, cuando
t ® -¥. Lafigura 12 muestra una gréafica cualitativa del comportamiento de las
trayectorias. Es claro que (0,0) es un nodo asintoticamente estable. Si | 20,

el esquema de las trayectorias es similar, pero las direcciones de las flechas
deben invertirse y el punto critico pasa a ser inestable.

Caso E:

Si las raices | » ¢ |2 son imaginarias puras, el punto critico (0,0) es un centro.
Demostracion:

Basta referirse al caso C, porque ahora | ; y I, son de la forma azib con

a=0y bt 0. Lasolucidn general de (9) viene dada por lo tanto por (16) sin el
factor exponencial, asi que x(t)e y(t) son periddicas y cada trayectoria es una

curva cerrada que rodea al origen. Estas curvas pueden ser elipses, como se

ve en la figura 13. EIl punto critico (0,0) es un centro. Es estable, pero no

asintéticamente estable.
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7

A J

Figura 13 Centro

3.3.2 Analisis de Estabilidad — Plano Traza-Determinante

Consideremos el sistema (9) y su matriz de coeficientes P. El determinante de
la matriz es D=ajb, - a,b; y sutraza t =a, +b,. Entonces la ecuacion (11)
se puede escribir como
|2-tl +D=0

Dado que los coeficientes del polinomio caracteristico (11) son la traza y el
determinante, estos valores determinan el tipo de valores propios que tiene P,y
por lo tanto, el tipo de punto critico que presenta el sistema (9). Analizando
distintas regiones determinadas en el plano traza-determinante, se puede
deducir el tipo de punto critico, sin necesidad de calcular explicitamente los
valores propios.

El siguiente diagrama (fig. 14) permite saber la naturaleza y las propiedades

de la estabilidad en el punto critico (0,0)

A
| {
| Faco : Foco '
estable inestable f,'
Node ™. B a " Nodo
estable gk ; -~ inestable
T
Puntg silla

Figura 14 Plano traza - determinante
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Proposicién 1
Sea (0,0) un punto de equilibrio. Y sea D= Det.P, t = Tr.P y el sistema

d)

X =Px (22)

Si D< 0, entonces (22) tiene un punto silla en (0,0)

SiD>0 y t?-4D%0, entones (22) tiene un nodo sobre (0,0); éste es
establesi t <0 einestablesit >0.

SiD>0, t?>-4D<0 y t1 0, entonces (22) tiene un foco sobre (0,0);

éste es estable sit <0 e inestable si t >0.

SiD>0 y t =0, entonces (22) tiene un centro sobre (0,0).

Demostracion

: . , t+\t2- 4D
Los valores propios de la matriz A estan dados por: | = —
Asi
a) Consideremos que D<0. Entonces:
. Ct+At2- o
Si t >0, el valor propio % es la suma de dos términos

positivos y por lo tanto es positivo. En este caso solo tenemos

- 2 -
que determinar el signo del otro valor propio % Como

D < 0, entonces t?- 4D>t?, de manera que 1/t2- 4D>t Yy

t-+/t?-4D L . ) )
————————<0. En estasituacion especmca el sistema tiene un

valor propio positivo y otro negativo.

- 2-
Si t<0, ¥<O. Por otro lado, como D < O,

t?-4D>t*> y entonces  +/t?-4D>|t|=-t.  Luego,

t ++/t2- 4D
2

>0. En este caso también tenemos un valor propio

negativo y otro positivo.

Entonces, el punto de equilibrio es una silla.
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b) ConsideremosD>0 y t?- 4D3 0:

t2-4D

Si t<0, L <0. Ademéas,como D> 0, t?-4D<t?

.J 2
t?- 4D<Jt|=-t. Luego, ¥<O. Entonces, hay dos

valores propios negativos.

Por lo tanto, siD>0, t2-4D30 y t <0, el punto es un nodo estable.

2 -
Si t >0, el valor propio w es positivo. Nos queda
. . . t-+t?-4D
determinar el signo del valor propio — Como D>0,

entonces t2 - 4D<t?. Como estamos considerando el caso en

-~\t?2- 4D .
que t >0, tenemos Jt? - 4D <t y %>0. Setienen

entonces dos valores propios positivos.
Por lo tanto, siD> 0, t>-4D30 y t >0, el punto es un nodo inestable

c) SiD>0, t?2-4D<0 y t! 0, entonces los valores propios son complejos
conjugados y su parte real es % Tenemos un foco estable sit <0 yun

foco inestablesit >0.

d Si D>0 y t =0, entonces t?- 4D<0. Se tienen dos valores propios

complejos conjugados puramente imaginarios, es decir, un centro.

3.4 Sistemas no lineales

Un sistema que no puede representarse en términos del sistema de ecuaciones
(5), pues estan involucradas funciones no lineales se dice que es no lineal.
Un sistema no lineal general ndimensional de primer orden se puede escribir,
en notacion vectorial, de la forma

x =f(x)
donde f:R"® R"
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3.4.1 Teorema de existenciay unicidad

Teorema 6

Teorema de existencia y unicidad

Consideremos el problema con valor inicial x =f(x) con x(0)=Xq.

Supongamos que f es continua y que todas sus derivadas parciales ki coni,
X.

]
j=1,.....,n son continuas para todo x en cada conjunto abierto conexo Di A".

Entonces para x,1 D, el problema de valor inicial tiene una solucién x(t) en

algun intervalo (-e€) con e> 0 y esa solucién es Unica.

Entonces, la existencia y unicidad de las soluciones estan garantizadas si f es
continuamente diferenciable.
Una consecuencia importante del teorema de existencia y unicidad es el

siguiente corolario.

Corolario: Diferentes trayectorias nunca se intersecan.

Si dos trayectorias se cruzan, habra dos soluciones para un mismo punto (el
punto de interseccion) y esto violaria la condicion de unicidad del teorema.

En el espacio bidimensional este resultado tiene fuertes consecuencias
topoldgicas. Por ejemplo, supongamos que hay una trayectoria cerrada C en el
espacio de fases. Luego, cualquier trayectoria que se inicie dentro de C queda
atrapada en él. Si hay puntos criticos, la trayectoria puede acercarse a uno de
ellos; si no hubiese puntos criticos, la trayectoria debe aproximarse
eventualmente a la 6rbita cerrada.

En los sistemas no lineales las trayectorias generalmente no se pueden
calcular analiticamente. ElI método de estudio de puntos criticos
frecuentemente usado es el diagrama de fases del sistema directamente a
partir de las propiedades de las funciones.

3.4.2 Puntos criticos y linealizacién

Consideremos un sistema no lineal auténomo de 2x2

i dx

y— =f(x,y)

o 23)
%d—t= a(x.y)




con un punto critico aislado en (0,0). Si f(x,y) y g(x,y) se pueden desarrollar en
series de potencias en x e y, entonces (23) adopta la forma

-'-2—1(: a,x+hy +c,x? +dxy +ey? +...

J—

Loy (24)

el +h,y +C,x% +d,xy +e,y% +...

—_——

Cuando |x| e |y| son pequefios, es decir, cuando (x,y) esta cerca del origen,
los términos de segundo orden o de orden superior son muy pequefios. Es
natural despreciar esos términos no lineales y conjeturar que el
comportamiento cualitativo de las trayectorias de (24) cerca del punto critico

(0,0) es similar al de las trayectorias del sistema lineal asociado

Tdx _

o ax +hyy

i (25)
iV _ax+b,y

Tdt

Esta conjetura esta garantizada, para ciertos casos, por el teorema de Hartman
Grobman, enunciado mas adelante.

El proceso de sustituir (24) por el sistema lineal (25) se suele llamar
linealizacién.

El objetivo de la linealizacion es aproximar el plano de fases cerca del punto

critico a través del correspondiente sistema lineal.

Consideremos el sistema (23). Supongamos que (x*,y*) es un punto critico,

entonces f(x',y')=0 Yy g(x,y )=0. Para estudiar el comportamiento del
sistema cerca de este punto critico, se procede a linealizar el sistema alrededor

de (x*,y*), como se describe a continuacion.

Sea u=x-x, v =y-y’, que denotan las componentes de una pequefia
perturbaciéon en un punto critico. Para saber si esa perturbacion crece o
decrece, se deben derivar las ecuaciones diferenciales de uy v.

Si se deriva la u-ecuacion se obtiene:

u=x pues x* es una constante
U=f(x" +uy” +v) por sustitucion
C et f 1f 2.2 ;2
u=f(x,y )+uﬂ—+vﬂ—+s(u Vv “,uv) expansion de Taylor
X y

-35-



jlij T .
U=uU—+Vv—+s(uv?uv ues f(x , =0
otV gy SV W) pues f(x",y")

Donde las derivadas parciales %T_f y 11I]f estan evaluadas en el punto critico
X Yy

(x",y") Y s(u?v?uv) son términos cuadraticos de uy v. Como uy v son

pequefios, esos términos cuadraticos son muy pequefios.
De la misma manera se calcula la derivada de la v-ecuacion, obteniendo

V= uﬂ—g+vﬂ—g+s(u2,v2,uv)
Tx y
Entonces la perturbacion (u,v) evoluciona de acuerdo con
89"” RlLNe)
ae )
r=g X ﬂy_ +s(u V2 uv)
4p f b
§1x ﬂy o
Hf 1o
X Ty s
Donde la matriz P = gﬂg ﬂg: es llamada matriz jacobiana en el punto

&Tx Ty %.;y%

(X 1y )
Como los términos cuadraticos son pequefios, se pueden eliminar y se obtiene

el sistema linealizado:
o 'ﬂfb of T o

S u+—v-=-
ae°_8ﬂx Ty o0 & fy -
¢ ¢lg To-avy ¢lg, , fg =

¥ g wh o ST

3.4.3 Efecto de los pequefios términos no lineales

Linealizar el sistema proporciona un cuadro cualitativo correcto del plano de
fases siempre y cuando el punto critico no sea un punto de los casos
fronterizos.

Si el sistema linealizado predice un punto silla, nodo o espiral, el tipo de punto
critico corresponde también al sistema no lineal original.

En cambio, si el sistema linealizado predice un punto de los casos fronterizos
(centros, nodos estrellas o puntos fijos no aislados), pueden ser alterados por

la supresion de los pequefios términos no Iineales]
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Los puntos criticos se pueden clasificar de forma mas general, teniendo en
cuenta solo su estabilidad, como:
Casos fuertes:
> Repelentes: (también llamados fuentes), ambos valores propios
tienen parte real positiva.
» Atractores: (también llamados sumideros), ambos valores propios
tienen parte real negativa.
» Puntos silla: un valor propio es positivo y el otro es negativo.
Casos marginales o fronterizos:
» Centros: ambos valores propios son puramente imaginarios.
» De orden superior y puntos fijos no aislados: al menos un valor

propio es cero.

Teorema 7

Sean |, y |, valores propios del sistema lineal x =P x , correspondiente al
sistema no lineal x =g(x). Suponiendo que x =0 es un punto critico
aislado de estos dos sistemas, entonces, el tipo y la estabilidad de x =0
para el sistema lineal y para el sistema no lineal son los que se indican en la

siguiente tabla:
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Tabla 1: Tipos de puntos criticos en un sistema lineal y no lineal

Sistema lineal Sistema no lineal
1,12 Tipo de Tipo de Estabilidad
punto Estabilidad punto
l,>1,>0 Nodo Inestable Nodo Inestable
Nodo Asint6ticamente Nodo Asintoticamente
l,<l, <0 estable estable
l,<0<I, Punto silla Inestable Punto silla Inestable
l,=1,>0 Nodo Inestable Nodo o Inestable
propio o Foco
impropio
l,=1,<0 Nodo Asintoticamente  Nodo o | Asintéticamente
propio o estable Foco estable
impropio
[,,1,=azhi
a>0 Foco Inestable Foco Inestable
a<o0 Foco Asintéticamente Foco Asintoticamente
estable estable
I, =bil,=-bi Centro Estable Centro o Indeterminado
foco

]

Los pequefios términos cuadraticos que se eliminan al linealizar d sistema,
pueden cambiar completamente el comportamiento de un punto critico
fronterizo. El siguiente ejemplo, mostrado en Strogatz (1994) muestra co6mo un
foco se convierte en centro..

Sea el sistema

X =-y+ax(x® +y?)

y =x +ay(x? +y?)
donde a es un parametro. Mostraremos que la linealizacion de sistema predice
incorrectamente que el origen es un centro para todos los valores de a,
mientras que en verdad el origen es un espiral estable si a<0 y un espiral

inestable sia>0.
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En efecto, para obtener la linealizacion alrededor de (x",y ") =(0,0) se puede

calcular la matriz jacobiana directamente de la definicion o se puede realizar el
siguiente camino.

Para cualquier sistema con un punto critico en el origen, x e y representan
desviaciones desde ese punto critico, por lo que se puede linealizar por una

simple omisién de los términos no lineales en x y en y. Entonces, la

linealizacién del sistemaes x =-y ey = x.

-16
El jacobiano es P :Egl 0 8 donde t=0y D=1>0, asi es que el origen es
a

un centro, segun proposicion 1.
En cambio, si se analiza el sistema no lineal, cambiando a coordenadas
polares, se tiene que:

X =rcosJ
y =rsenJ

Para obtener una ecuacion diferencial en r, se sabe que r?=x?+y?,y
entonces x x+yy =rr. Sustituyendo,

rr=xly rax(x? +y )yl ray (2 +y?)

rr=xy +ax(x® +y?) tyxray *(x* +y?)

rr=a(x? +y?)(x? +y?)

rr=a(x?+y?)?

rr=ar® b or=ar®

Ademas, de laidentidad J = arctangeig, derivando obtenemos:
exg

rcosJ.rcosJ - rsend.(-rsend)
2

J =yx'—2yx, sustituyendo J =
r r
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) 2
i==1
r

1J=1
|

tr=ar?

Asi, en coordenadas polares el sistema original es , en el que k

ecuacion radial y la angular son independientes. Por lo tanto todas las

trayectorias giran en torno al origen con velocidad angular constante J =1y la
ecuacion radial depende de a.

Si a<0, r(t)® 0 mondtonamente cuando t® ¥ . En este caso, el origen es
un espiral estable.

Si a=0, r(t)=r, paratodo ty el origen es un centro.

Si a>0, r(t)® ¥ monétonamente cuando t® ¥ Yy el origen es un espiral
inestable.

En la figura 15 se muestran las trayectorias (obtenidas con un resolvedor

numeérico) para los tres casos, a>0, a<0, a=0.

penns eI

]

yefe ’s ,_..\\\\\\
R AN\
| ///,,,_\\\\\\
| 5///, A
’ Y U
’ (il 1
! pat 1t
g N v
Ve ‘\‘\\\ /
- \\\.\\\\ ////
~ \\\\\\,,_4/////
L NN 4

N e/

Figura 15 Trayectorias segln el valor de a

De la misma manera, los nodos estrellas pueden ser alterados por pequefios

términos no lineales, pero a diferencia de los centros, su estabilidad no cambia.

3.4.4 Puntos hiperbélicos

Un punto critico se llama hiperbdélico cuando tiene Re (1) * 0 en todos sus
valores propios. En un sistema no lineal, un punto critico es hiperbdlico si la
matriz jacobiana evaluada en ese punto, no tiene valores propios imaginarios.

La estabilidad de estos puntos no se ve afectada por los términos no lineales
muy pequefios.
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Toda la descripcién anterior de la relacion entre las trayectorias de un sistema
no lineal cerca de un punto critico y las trayectorias del sistema linealizado, se

formalizan con el siguiente teorema’:

Teorema 8

Teorema de Hartman Grobman Consideramos el sistema no lineal planar (en

A?), x =f(x), con f suficientemente suave. Suponemos que x" es punto

critico aislado.

. . f . .
Suponemos, ademas, que p(x ::T]— no tiene valores propios nulos o
X *

X

imaginarios puros. Entonces existe un homeomorfismo h definido en un
entornoD1 A2 de x’, h:D® A?2, que lleva las trayectorias del no lineal sobre

las del sistema linealizado. En particular h(x") = 0.

I

El Teorema de Hartman-Grobman afirma que es posible “deformar”" de manera
continua todas las trayectorias del sistema no lineal, alrededor del punto de
equilibrio aislado, en las trayectorias del sistema linealizado, a través del
homeomorfismo h. Dicho homeomorfismo (aplicacién continuamente
diferenciable con inversa continua) asigna un espacio de fases a otro
conservando el sentido y las trayectorias. Entonces, el teorema afirma que la
estabilidad de puntos hiperbdlicos se conserva al linealizar el sistema.

3.4.5 Ciclos limites

Un ciclo limite es una trayectoria cerrada aislada que atraen o repelen a otras
soluciones cercanas. Aislada significa que las trayectorias vecinas no son
cerradas; son espirales que se mueven desde o hacia el ciclo limite.

Si todas las trayectorias vecinas se acercan al ciclo limite, éste es estable o
atractor; de lo contrario, el ciclo limite es inestable, o excepcionalmente, semi-
estable. Un ciclo limite es semi-estable cuando las trayectorias vecinas que
comienzan cerca del ciclo limite se aproximan a €l cuando t® ¥ por el interior

ycuando t® -¥ por el exterior, 0 viceversa.

2 El teorema es véido para R", esta enunciado para R? porque el trabajo esta referido a esa dimension
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cichs limite cicha limite cicla limine

estable inestable semi-estable

Figura 16 Tipos de ciclos limites

Los ciclos limites son inherentes de sistemas no lineales; ellos no pueden

ocurrir en sistemas lineales. Un sistema lineal puede tener orbitas cerradas, en

el caso de puntos criticos que son centros, pero las Orbitas no son aisladas.

3.4.6 Teoremade Poincaré-Bendixson

La existencia de ciclos limites en sistemas no lineales, no es facilmente

detectable. Se requeriria resolver el sistema analiticamente, cosa que no

siempre es posible. Existen varios teoremas que indican bajo qué hip6tesis se

puede asegurar que un sistema no tiene ciclos limites. Para determinar la

existencia de ciclos limites, la herramienta mas Util es el siguiente resultado:

Teorema €

Teorema de Poincare-Bendixson

* Supongamos que:

(1) R es un subconjunto cerrado y acotado | A?;

) x = f(x) es un campo vectorial continuamente diferenciable en un

conjunto abierto | A?;

(3) R no contiene ningun punto fijo; y

(4) existe una trayectoria C que esta confinada en R (si comienza en R,
permanece en R para todo t).

Entonces C es una Orbita cerrada, o gira en espiral hacia una orbita cerrada

cuando t? 8.
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s

Figura 17 Teorema de Poincaré Bendixon

C

La figura 17 muestra una region con forma de anillo cerrado R que no contiene
puntos fijos y la trayectoria C esta confinada dentro de R.

Cuando se aplica el teorema de Poincaré-Bendixson es facil satisfacer las
condiciones (1) a (3), pero la condicion (4) es mas dificil, porque es una
condicion sobre "toda trayectoria” en el interior de R. Lo mas comun es
construir una region de atrape R (trapping region), por ejemplo, un conjunto
cerrado conexo tal que el campo vectorial f apunte hacia adentro en toda la

frontera de R.

Figura 18 Regién de atrape

Luego, todas las trayectorias que atraviesan la frontera de R lo hacen hacia
adentro, y por lo tanto, quedan atrapadas en el interior de R. Si ademas se

sabe que no hay puntos fijos en R, el teorema asegura que R contiene una

Orbita cerrada.
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4. Anélisis cualitativo del modelo de Fitzhguh-Nagumo

4.1 Célculo de puntos de equilibrio

En esta secciéon se analiza matematicamente el modelo de FHN

dx & x°

-
Tt g YT

_dy 1,

y =g =@~ x-by)

donde los parametros a considerar son a = 0,7 , b = 0,8 y ¢ = 3 (Hernandez,
Padin, Robbio, 2008).

Para realizar el andlisis del sistema, se hallan los puntos de equilibrio, es decir
los puntos fijos para los cuales la tasa de variacion de la variable xy la variable
y son nulas. Estos puntos estan dados por la interseccion de las curvas dadas
por las ceroclinas, es decir, las curvas donde x =0 0 y =0

Entones, %:0 y d—y:O,

dt dt
ca§<-x—3+y+zg—0 y i(a-x-by)—O
R c
2 X8 0 1
X -—+y+23=0 =(07- x-08y)=0
A P 3

XS
x-?+y+z:0 07-x-08y =0
y:_x+ﬁ_z y=x-o,7

3 -08
= —X+—-



I

NEE Wl
iy /4
BZanSsS=Z/iAn
Y/ SRS

]

™~

/. B

Figural9 Ceroclinas para % =0 ya =0, con z=1,-0.1,-1

Al tener fijos los parametros a, b y ¢, la modificacion del pardmetro z tiene
como consecuencia la traslacion de la ceroclina cubica en direccion del eje y.
Los puntos criticos se hallan en la interseccion de la ceroclina cubica y la lineal.

Analiticamente

x3 5 .7
- X+t——-7Z = - —X+-—
3 4 8
3
- X+_X.__ Z-Z+~X:0
3 8 4
3
_]Lx+_x.__ Z_Z:O
4 3 8
3
_jlx+_x.__§+19:0
4
e %]

Se obtienen los siguientes puntos:

-2 +§/§g24z +21++/57622 +1008z + 4459?

Xreal = Q}/
%ffg%u +21+/57622 +10087 + 445 g s
2+2i3+i33| +J§)§4z +21++/5762% +1008z +445 ?
X(::Lompleja =

%[2—5?42 +21++/57622 +10087 +445 glé
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.2
2- 23 - 224z + 21++/5762% +10082 +445§A(1+iJ§)
2 —

Xoompleja -

%/??42 +21++/57622 +1008z + 445 g%

Se analiza sélo el punto de equilibrio real, porque los otros no tienen sentido

fisico. Entonces, el sistema tiene un solo punto critico en

.213
- 2+%/§g%4z+21+J576 2 +10082 +4459

8

.13
V2°@4z +21++/576 2% +1008 z +4459

x
*
<
*
~
1

2137

- 2+32824 2 +21+/576 22 +1008 z+4458

U
a
a+
a
g

Por supuesto, el punto critico depende del valor del parametro z. La naturaleza

!’
8

1
NS,
> (D> MD> (D> D
(ST E S B R B R S R N '

DOO O O O vO) O vO) vO O

. 1/3
3[~5 2 Q
+ + + + =
N2 ?4 z+21 JS 76 z° +1008 z + 445

del punto critico y la forma de las trayectorias en su entorno dependera también

del valor de z.

4.2 Andlisis de los puntos criticos

Para conocer la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema de Fitzhugh-
Nagumo se analiza la parte lineal del campo vectorial. La matriz P de
linealizacion del modelo de FHN alrededor del punto de equilibrio esta dada por

el jacobiano del sistema,

aglx  dx§
dx dy -
P=C"" L
cdy dy-
gdx dy

®-3x* 3 0 _ :
Entonces P=¢ 4, - de donde el determinante y la traza vienen
- ) - Ush

dados por
Determinante: D:(3- 3x2)$ 19 85 193 = i+ix2 +1:l+ixz
e 155 ¢ 3gp 5 5 5 5
Traza: t :(3- 3)(2)+$E.3 4941 4.0
e 154 15
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Dado que el punto critico depende de un parametro z, es conveniente analizar
el plano traza-determinante (seccion 3.3.2), para lo que se debe hacer t =0 y
D=0 evaluados en el punto de equilibrio.

Del célculo de t=0, evaluada en la xwea , Se obtiene z,=-0,346478 y

z,=-1403523 y de D=0 se obtienen dos valores de z complejos

. 7 1. 7 1.
conjugados, zl:-§+E| y Zl:'g'ﬁ"

De lo anterior, solo las raices de t son Utiles pues son reales y es en esos
valores de z que el punto fijo pasa de estable a inestable y luego de inestable a
estable nuevamente.

La ecuacién del polinomio caracteristico de la linealizacién es 1% - tl +D=0

t+4/t2- 4D

donde | , = — son los valores propios.

2

Entonces, t :ﬂ- 3x%y D:i+ix con D>0 siempre
15 5 5

En el sistema de FHN, el punto de equilibrio esta dado para el punto de abscisa

) +%/§§*z4z +21+4/57622 +1008z +445 g%
X

%/2_5?42 +21++/5762% +10087 + 445%%

Donde

si z=-0,346478 (el caso t =0)

-2 +§/§§4.(- 0,346478)+ 21+4/576(- 0,346478)7 +1008(- 0,346478)+ 445%3/3

X =
Y25@4(- 0346478)+ 21+4/576(- 0,346478)° +1008(- 0,346478)+ 4453%
- 8922677842 _ oc4c51577.
9.347803097

Si z>-0,346478, por ejemplo, para z=0:

-2 +%/§§4.o +21++/576.02 +1008.0 + 445%4
X =

3/2_5§4.o+ 21+/576.0% +1008.0 + 4453}é
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X = 13.2467796
11.04401303

estable. (Proposicién 1)

=1.199408034 En este punto t <0 Yy el sistema sera

Si z<-0346478, por ejemplo, z=-1:

- 2+32a(- 1)+ 21+ \576.( 17 +1008.(- 1)+445 ?

X

) %/2_5224.(- 1)+21+4/576.(- 1)2 +1008 (- 1)+ 445%%

- 21098199205 _ , 408865837 En ese punto t>0 y el sistema
2.685964699

sera inestable. (Proposicion 1)
Si z =-140352 (donde t =0)

-2+ 3/5@%4.(- 140352) + 21+4/576(- 140352) +1008(- 1,40352)+ 445%’%’
X =

325 ®4(- 140352) + 21+/576(- 1,40352) +1008(- l40352)+445373

- 1.6337885 _ ) ge451065
17116342

Si z <-1,40352, por ejemplo, z=-2

-2+32§a( 2)+21+ J576.(- 2)? +1008.(- 2)+ 4453%

X

3/2_5?4.(- 2)+21+4/576(- 2)? +1008.(- 2)+445§é

- L.777980 _ -1680086 En este punto t<0 y el sistema sera
1058267

estable. (Proposicién 1)

Ahora bien, para z = -0,346478 el punto de equilibrio es el que corresponde a

la abscisa x =0.954521372
Entonces

t(0.0sas21372 ) =0

Dip.ssssra ) :% + %(0.954521372)2 =0.928888839 >0

t?- 4D=0- 4.(0.928888839) <0
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Entonces segln proposicion 1 d), existen dos valores propios complejos
conjugados puramente imaginarios (punto 3.3.1, caso E), es decir, que el
sistema linealizado tiene un centro.

t+./t%2- 4D

Pues, | 2= >

_ 0+./0- 4.0,928888839
12 ~ 2

El mismo andlisis se realiza para z =-2140352, obteniendo los valores de

I =+0.963788794 i

|1, =+0,963787 i

Al variar el valor de z, se obtienen diferentes puntos criticos, cuya tipologia se

muestra en las siguientes tablas:
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Tabla 2: Tipos de puntos criticos y estabilidad

valor de z X y traza Determinante | Discriminante | Tipo de punto Estabilidad
-8 -2,685200224 | 4,23150028 | -18,8975674 | 5,9682402 333,245093 Nodo Estable
-5 -2,205031616 | 3,63128952 | -11,85316 | 4,08973154 | 124,138475 Nodo Estable
-1,5 -1,032480224 | 2,16560028 | -0,4647129 | 1,05281233 | -3,99529124 Foco Estable
-1,40352 | -0,95451965 | 2,06814956 0 0,92888621 | -3,71554484 Centro Indeterminada
-1,3 -0,857956492 | 1,94744562 | 0,5250653 | 0,78887147 | -2,87979232 Foco Inestable
-0,7 0,516394935 | 0,22950633 | 1,93334215 | 0,41333098 | 2,08448793 Nodo Inestable
-0,35 0,951480477 | -0,3143506 | 0,01738804 | 0,92425208 | -3,69670597 Foco Inestable
-0,34648 | 0,954521373 | -0,3181517 0 0,92888884 | -3,71555536 Centro Indeterminada
-0,3 0,993297475 | -0,3666218 | -0,22658629 | 0,9893119 -3,90590625 Foco Estable
0 1,199408035 -0,62426 | -1,58240557 | 1,35086371 | -2,89944744 Foco Estable
1,5 1,794540517 | -1,3681756 | -6,92779367 | 2,77630053 | 36,8891229 Nodo Estable




Tabla 3: Tipos de puntos criticos segun los valores propios

valor de z X y | 1 | 2 Tipo de punto
-8 -2,6852 4,2315 - 0,321282 -18,576301 Nodo
-5 -2,20503 3,63129 - 0,355707 -11,497473 Nodo
-1,5 -1,03248 2,1656 |- 0,232355 +0,999411i| - 0,232355 - 0,999411 i Foco
-1,40352 | -0,95452 2,06815 0,963787 i - 0,963787 i Centro
-1,3 -0,85796 1,947446 | 0,262533 + 0,848497 i | 0,262533 - 0,848497 i Foco
-0,7 0,516395 | 0,229506 1,6885589 0,2447831 Nodo
-0,35 0,95148 -0,31435 | 0,008694 + 0,961342i | 0,008694 - 0,961342 i Foco
-0,34648 | 0,954521 -0,31815 0,963789 i - 0,963789 i Centro
-0,,3 0,993297 -0,36662 | -0,113295 + 0,988169 i | - 0,113295 —0,988169 i Foco
0 1,199408035| -0,62426 | -0,791203 + 0,851388i | -0,791203 - 0,851388 i Foco
15 1,794540517 | -1,3681756 - 0,427076 - 6,500718 Nodo
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Se observa, en las tablas 2 y 3 que el andlisis de los puntos criticos para el
modelo de FitzHugh —Nagumo se debe realizar en dos casos:
v/ Cuando ningun valor propio de la matriz de linealizacién tiene parte real
igual a cero (puntos hiperbdlicos).
v' Cuando existen valores propios de la matriz de linealizacién con parte
real igual a cero (puntos no hiperbdlicos).
Para los valores de z=-0,346478 y z =-140352, donde la traza es igual a
cero, el sistema de ecuaciones diferenciales tiene dos centros, y como se dijo
anteriormente, no se puede estudiar su estabilidad analizando la linealizacion
debido a que, como el centro es un caso frontera, el punto critico no es
hiperbdlico, y no se puede aplicar el teorema de Hartman Grobman. Es decir,
el sistema linealizado, para este valor de z, no nos permite predecir el diagrama
de trayectorias del sistema no lineal.
Se distinguen entonces tres intervalos de valores para el parametro z donde la
estabilidad del sistema esta bien definida a través de los valores propios de la

matriz jacobiana:

Tabla 4: Intervalos de estabilidad

Intervalos de z Tipo de estabilidad
(- ¥,-1.40352) Estable
-1.40352 Indeterminada
(- 1.40352 - 0,346478) Inestable
-0.346478 Indeterminada
(- 0.346478,+¥) Estable

Como la variable x representa el voltaje “negativo” transmembrana, los valores
de z para los cuales, los puntos tienen primera componente negativa se
descartan, pues representarian un voltaje positivo.

Por lo tanto, el sistema de FHN presenta siempre un punto fijo que es estable
solo si z > -0,346478, lo que significa que la neurona esta en estado pasivo (0

latente), es decir que no esta ni excitada ni inhibida sino que estaen reposo.
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4.3 Obtencién de trayectorias solucién

Para comprobar el andlisis cualitativo, se resolvi6 el sistema de ecuaciones
diferenciales con un algoritmo numérico implementado en Matlab, para
determinados valores de z.

Para z=-0.7, el punto de equilibrio es (x",y")=( 0,516394935 , 0,229506331 ).

Las trayectorias para distintos puntos iniciales se muestran en la figura 20

0.2 L 1
2 -1, -

Figura 20 Trayectoriaspam z=-0.7

Los puntos huecos son los puntos iniciales de las correspondientes
trayectorias. Se observa como las trayectorias que se inician cerca del punto
critico (marcado con un asterisco) no permanecen cerca. Se confirma,
entonces, que el punto critico es inestable.

Se observa ademds que para este valor de z, las trayectorias terminan
adoptando el recorrido de una trayectoria cerrada. En este caso, el diagrama
de fases indica que existe un ciclo limite, correspondiente a una solucién
periédica. Para probar tedricamente la existencia del ciclo limite, usaremos el
Teorema de Poincaré Brendixon. Como se dijo, aplicarlo directamente no es
simple, ya que no se puede verificar la hip6tesis 4 facilmente. En cambio,
construiremos una regién de atrape. Esta consiste en una regién en el plano

de fases donde sea facil comprobar que todas las trayectorias que atraviesan

-53-



su frontera, lo hacen hacia adentro. En nuestro caso la regién de atrape
consistira en un rectangulo con lados paralelos a los ejes, eliminando un
entorno del punto critico. Recordemos que la region no debe tener puntos
criticos (hipétesis 3 del teorema).
Consideraremos un rectangulo con vértices (x;, yj), i,j=1, 2; en las ceroclinas,
definidos por las siguientes ecuaciones

f(X1y1)=0

9(x1,y2) =0

f(xz,y2)=0

9(x,,Y,) =0
donde f(x,y) =x Y g(x,y) =y
Con un resolvedor numérico, se resolvié el sistema

i 3
Xq - %+y1- 0.7=0

. 3
--xz-%+y2- 07=0

£0.7- X, - 0.8y, =0

!
!
§0.7- x,- 0.8y, =0
|
r
|

obteniendo los siguientes resultados:

X, =-2.57271
X, =2.62272
y, =-2.4034
y, = 4.09089

6

2

?3 72 ?1 2 3
?2F

24}

Figura 21 Construccion de la regién de atrape
Se visualizan cuatro regiones determinadas por la interseccion de las isoclinas

entre si (punto critico) y las rectas x =-2.57271, x =2.62272, y =-2.4034 e

y = 4.09089 (fronteras exteriores de la region de atrape)
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Evaluando el signo de x e y en esas regiones, se obtiene un esquema del
movimiento, como se indica con flechas negras en la figura 22. Se puede ver
gue en toda la frontera del rectangulo, la direccién de esos vectores, indicando
la direccion de las trayectorias del sistema, es hacia adentro de la regién de

atrape.

x <0

v <0

-

S . Ve ; Y

Figura22 Direccion de las trayectorias en la frontera de la region de atrape

Por otro lado, eliminemos un pequefio entorno del punto critico, es decir, todos

los (x,y) tales que "(x,y)- (x*,y*)" <d para algun valor positivo de d Como
(x",y") es inestable, todas las trayectorias se alejan de ese punto. Entonces,
toda trayectoria que atraviesa la frontera del entorno, ”(x,y)- (x*,y*)" =d lo

hace hacia afuera del entorno, es decir, hacia adentro de la region de atrape.
Entonces, siendo la regién de atrape R el rectangulo antes determinado menos
el entorno del punto critico, se ha probado que todas las trayectorias que
atraviesan la frontera lo hacen hacia adentro de R. Asi, toda trayectoria que
ingresa a la region, queda confinada alli. Por lo tanto, por el teorema de
Poincaré Brendixon, se verifica la existencia de un ciclo limite.

Para z = -0.346478, el punto critico es (xy) = (0,954521373 , -0,3181517).

Segun el andlisis anterior, este valor de z es el valor donde la estabilidad del
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sistema cambia, de inestable a estable. Las trayectorias obtenidas por

resolucion numérica se grafican en la figura 23.

l4r

12p

08

021

04 ! 1 ! ! 1

Figura23 Trayectorias paraz =-0.346478

Se visualiza que permanece la existencia del ciclo limite.

Se observa que las trayectorias tienen forma de espirales que se aproximan a
una Orbita cerrada. Sin embargo, el sistema linealizado tiene trayectorias que
son todas orbitas cerradas (ciclo). En este caso, el punto critico no es un punto
hiperbdlico, y no se puede aplicar el teorema 10 para afirmar que el diagrama
de trayectorias del sistema linealizado es topoldégicamente equivalente al

diagrama del sistema no lineal.

Para z = -0.33, el punto critico es (x"y") =( 0,968550365 , -0,335688 ), el ciclo
limite desaparece, y las trayectorias tienden al punto critico. Recordemos que
del andlisis cualitativo de la seccién anterior se determind que para este valor

de z el punto critico es estable.
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l4r

1.2p

06

0.4p

0.2

-0.2p

-0.4
-2

Figura 24 Trayectorias para z =-0.33

Para z = -0.1, el punto critico es (x",y") = (1,137512229, -0,5468903 ).

15 T T T T T T T T T
1k
0.5k B
ok 4
05k
bk .
15 r r 1 L 1 L 1 L 1
1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 25 Trayectorias paraz=-0.1
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Se observa (fig. 25) que las trayectorias se acercan al punto critico (asterisco).
En este caso, el punto critico es un foco. En la siguiente figura (fig 26) se

observa un acercamiento a la zona del punto critico.

071 N

-08f -

08 1 1.2 14 1.6 18

Figura26 Trayectorias alrededor del punto critico, paraz =-0.1
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5. Conclusién

A partir del modelo fisico de Fitzhugh-Nagumo correspondiente al mecanismo
de transferencia i6nica de la membrana neuronal y de la diferencia de potencial
eléctrico entre su medio interno y externo se realizé el analisis de las
ecuaciones involucradas para determinar para diferentes grados de excitacion
de la neurona proveniente del medio externo su comportamiento desde el
punto de vista de la propia generacidon de potenciales de acciéon o de una
condicion refractaria a la excitacion. Para ello, se analizé el sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales y se estudid6 la naturaleza vy
comportamiento de los puntos criticos.

Se analizaron dichos puntos siguiendo dos criterios, uno, analizando el plano
traza-determinante y el otro, considerando la relacion entre los puntos criticos y
los valores propios del sistema linealizado.

Se observo que el comportamiento de las trayectorias depende del valor de un
parametro, que mide fisiolégicamente la excitacién externa de la membrana
neuronal.

La justificacion tedrica de la estabilidad y tipo de punto critico que presenta el
modelo, se validé con la resolucidn numérica del sistema, obteniéndose
trayectorias que tienden al punto critico (estable), que se alejan del punto
critico (inestable) y que tienden a una o6rbita cerrada (ciclo limite).

Ademas, para demostrar la existencia de un ciclo limite, se utilizé el teorema de
Poincaré-Bendixon, encontrando una regidon de atrape que justifique la
existencia de dicho ciclo limite.

Este tipo de investigacion puede ser extendido a un conjunto de neuronas
interconectadas donde es posible determinar la trayectoria dindAmica de dicha
red a partir de la conformacion y resoluciéon de una matriz compuesta por las
ecuaciones de solucién del modelo utilizado para cada una de las neuronas

pertenecientes a dicha red.
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ANEXO
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Resolucién de la ecuacién cubica

La ecuacion general ctbica es a +bx? +cx+d =0
Para el caso estudiado: a=1/3,b=0,c=% yd=- z- %

Caélculos auxiliares:

11
374

- b? +3ac =3.

ENIE

Llamo A =-2b° +9abc - 27a%d ++/4(- b? +3ac ) + (- 2b° + 9abc- 27a%d |

Entonces, A=-27. 188 ___+\/4§a%1£9 g 27. 1(65“ 2-19—0
9¢é e 34g

A=3z+21 —+a% L2108
8 |16 8 4

A3y +_+ _+9 > , 63,445
4" 64

21 [5762% +1008z + 445
A=3z+-+
8 64

A =3z +%+1\/5762 +1008z + 445

A :1%’%4z+ 21+ 57622 +1008z + 445 &
8 I}

Aplicando la formula resolvente para encontrar las raices reales y complejas de

la ecuacion cubica, obtengo:

__ b %( b? +3ac)+ A%
real T 39 3a A7 332a

(1+|J_X b2 +3ac) ( I«/§)A%

X

X" compleja = - Q 3. Jz_ZaA 3 632a
X2 compleja = - — ( "/_)( b? +3ac)_ (1+iJ§)A%

3a 332 aphh 632.a

Calculo de la Xreal
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ANV WY e &

Xreaj:_gl%_A%-‘-&%.%_ - A% '%/E B %/Z_SA%

- Y Rl2e 327 A% - %.4+i/§.A% )
325 A% Y2 A%

- 1+3[2% .%?42 +21++/57622 +1008z + 4459'9A
% =

355 2 Qo}é
JZ_.%?42+21+«/5762 +10087 +445 %

2
-1+ 2.%/5.%?42 + 21+1/57622 +1008z + 445 5/3

3221 4z + 21++/5762% +10087 + 445 g}é

- 1+}é.§/§?4z +21++/57622 +1008z+445§é

%/2_5.%?& +21++/57622 +10087 + 445 gy?’

- 2+§/§?4z +21+4/57622 +1008Z + 445 g%

Xreal =

3/2_5?4z +21++/57622 +10087 + 445 %

Célculo de xcompleja

X complejja = - b, (1+i«/§X- b2 + 3ac)_ (1- |J§)A% _

3a 3.%/2_2.aA% 632.a
L+iv3ly, AR
3.3/?.%.A% 63/2.%
_ 2305 Y i) 2T WB)AS 243 e iB)- 22320 WB)AS
2328 A% 2325 A5
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2
2+2i3 - 43201- iﬁ)?é?u +21+4/57622 +10087 + 445%%

2.3/2_8@6?42 + 21+ /57622 +1008z + 44599}/

Y.
%

2
24213 - 432(1- iﬁ)%?ﬂ +21+4/57622 +10087 + 445%A

232°. Yj@4z+21+ 57627 +10087 + 445 g}é

24213 - 32[1- iﬁ?ﬂ +21++/57622 +1008z + 445 g%

%/2_8?4z +21+4/57622 +10087 + 445"@2!"/V3

2
2+2iW3- (- |)3/§G + \/?_,?42 +21++/57622 +1008z + 4453/3

%/2_8?42 +21+4/57622 +1008z + 445%%

2+2i3 + ﬁ/iﬁ +«/§)?4z +21+4/57622 +1008z + 445%%
1 —

compleja —

X

§/2_8?4z +21++/57622 +1008z + 4453%’

Célculo de la chompleja

b, - W3) b2 +3ac) feidBS

2
X“compleja = = —
! 3a 3'3/22 .a.A}é 6.§/§.a

(1' 'Jg)% ) (1+i«/6_’)A% -
3.322.%.A% 63214

0-i4B)Y, (i 232 By, - 2T A% ei)

- 5\3/2_2A% 2.% 2.§/2_8.A%
_ 8- iﬁ)%- 27 a5 f+i3) _ 2-2i3- 4.§/§.A%(1+i«/§) _
2325 A% 238 A%
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..2

2- 2i3- 4.%/5.861?4z+ 21++/57622 +10082 + 445 QA(lH«/C’?)
e8 %
"

127}

2. \/2_8 ?42 +21+4/5762% +1008z + 445

2- 23~ 432, @47 +21+/57627 +10087 + 445 g% L+iv3)

2.%/27%?42 +21++/57622 +1008z + 445 {3

2
2- 2iv/3- %/Egmz +21++/5762% +10087 +445 f(ﬁiﬁ)
2 —
compleja  —

X

%/2_5?42 +21++/57622 +10087 +445 g}é

Anadlisis del plano traza determinante

Traza =0
e (0]
G- 2+J_’g'21+24z+«/445+10082+57ez Q/—
(o) = = - 3 Z:
“rea) T15 76 *
g«/252%1+24z+«/445+1008z+576 gy :

2

® . 0
s & 2+13/2221+ 247 ++/445 +1008z+576229% +
a4 C g =+

15

1
o

(; . -~
¢ 3/2_5?1+24z+«/445+10082+57622g}é :

N

Llamo A =21+ 24z +1/445 +1008z +5762°

Entonces
qo- 2+32A7 ® 5 Y70 _ 4
R




Para ﬂ

45

_2+3oa% = 1/%.%/2_5%%

3
24327 6—413 29p% =g
45

243287 (4133 29a% =0
325

3
2n% - %.2.61/%.2%% -2=0
5
3
3.%/§A% -2 6%.24A% -6=0
5
6’ 3 n4
3.%/§A% - 2.%‘2#4 -6=0
5

332507 - 28aB.2°A% - 6.5 =0
382753 A% - 2821327 A% - 645 =0

Sea A% =R

Entonces 3%/225°R? - 2.941°.2*R- 645 =0

R/41%.2* + J? 26413.24g2 - 4355727 [- 645)

Ry, =
2355322
— a1 2" ++/43/a1% 2% +728/5° 22
12 =
65/5%.22
2%/413 2° 1\/4§/413.24 +90.a°’/5§
Ry, = -
63/5%.22
28/a1% 2% + 2.\/§/413.24 +9o.§/§g
Rlz =
65/5°%.22
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a1 2* 1\/§/413.24 + 90.3/51%

R
2 38/53.22

r. - 1016432615 14720951176
12 8,451807342

R, =2944373471 y R, =-0539130251

p Para R,

A%' =2944373471

A =(2,944373471)° = 2552576039

21+24z + 1/445 +1008z + 5762° = 2552576039

445 +1008z +5762% = 452576039 - 24z
445 +1008z + 57622 = (452576039 - 24z)°

445 +1008z + 57622 =20,48250709 - 217,23649872 + 57627
1008z + 217,2364987z = 20,48250709 - 445
12252364997 = - 4245174929

z, = - 0346478

p Para R,

A% =-0,539130251

A =(- 0539130251)° = - 0156704368

21+ 247 + 445 +1008z +57622 = - 0156704368

1/445 +1008z + 576z =-0,156704368 - 24z - 21

445 +1008z +5762% = (- 21156704368 - 24z)>

445 +1008z +5762% =447,6061397 +101552181z +5762°
1008z - 1015,52181z = 447,6061397 - 445

- 752181z = 2,6061397

z, =-0,346478
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Para - % siguiendo el andlisis anterior, se obtienen

R, =-2944373471 Yy R, =0,539130251, resultando para estos valores
z, =-1.403523]

Determinante = 0

2
2+ §J§?1+ 247 ++/445 +10087 + 57622 Q;/

IQ’<

S
Q-

¢

b iC
5¢ A

g "

3/2_5?1+ 247 +/445 +10087 + 57622

Llamo A =21+ 247 ++/445 +1008z + 57622

Entonces

2y 2

4 & 2+327% ¢
5% 35 A S E
0y n2

& 2+32.a%0 _
€ 2507 5

- 2+32.A% _[1

3/25_A}§ 4

a- Para%i

1
5

gl s

1
=

- 2+3/§.A% :%i.3«125.A%
2+3EA %i.z.%/z_z.A% =0

2
%/E.AA - i.«3/22.A% -2=0

Sea A}é =R
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32R?2-i322R-2=0

_ 3P ¢J§ SPE gz - 432(-2)

R
1 232
R _322is4- 232- 832
v 232
- %/Z_Zi +46%2
Rie=—==—
232
R.. = 1.587401052i +2.74945927
12 25198421

R, =1.091123634 +0.629960524i
R, =-1.091123634 + 0.629960524i

p Para R,

A% =1.091123634 + 0.629960524i

A =(1.091123634 + 0.6299605241)°
A =1.299038099 + 2.24999999i - 1.299038099 - 0.24999999i

A=1.9=2

b 21+24z++445 +10082 + 57622 = 2i

445 +1008z +5762° = (2i- 21- 24z)*

445 +1008z +5762° = - 4- 42i- 48iz- 42i+441+504z - 48iz +504z +5762°
48iz +48iz= -4 - 84i+441- 445

96iz = - 8- 84i
- 967 =84- 8i
84 8. 7 1,
=4+ -+
% 96 96" b AT gt g
b Para R2
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A% =-1.091123634 + 0.629960524i

A = (- 1.091123634 + 0.629960524i)°
= - 1.299038099 + 2.24999999i +1.299038099 - 0.24999999i

A=19=2 \ z,=2z

b- Para -Y i
243zt :-%i.ilz_S.A%
2+3BA% +5112.§/2_2.A% -0

A% +id2Zal - 2=0

Sea A% =R

2R?+i¥22R- 2=0

_-§/2_2it\/§/2_2§-4.§/§.(- 2)

R

12 232
I Y22ix - 232- 832
v 232
R _-¥22ix4/632
v 23
R oo 1.587401052i £ 2.74945927
12 2.5198421

R; =1.091123634 - 0.629960524i
R, =-1.091123634 - 0.629960524i

p Para R;

A75 =1.091123634 - 0.629960524i
A =(1.091123634 - 0.629960524i)°
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A =1.299038099 - 2.24999999i - 1.299038099 + 0.24999999i
A=-1.9i=-2i

b 21+24z++445+1008z +5762% = - 2
445 +1008z +5762% = (- 2i- 21- 242)*

445 +1008z +5762° = - 4+ 42i + 48iz + 42i + 441+ 5047 + 48iz +504z + 5762°

- 48iz- 48iz = -4 +84i+ 441 - 445

- 96iz =- 8 +84i
96z = -84 - 8i
z—-8—4-ii p :-1-il
" 96 96 178 12
p Para R,

A% =-1.091123634 - 0.629960524i
A =(-1.091123634 - 0.629960524i)°
A =-1.299038099 - 2.24999999i +1.299038099 + 0.24999999i

A=-19i=-2i \ 22=271

Calculo de los valores propios del polinomio caracteristico

La ecuacion del polinomio caracteristico de la linealizacion es [2-tl +D=0

+\/ 2.
donde | , :¥ son los valores propios. t =trazade Py D =det. de
P.
Entonces, t _4L 3x2 y D:£+£x2 con D>0
15 5 5
siempre
.2 ..
t2-4p=F1 3x28 . 48 220
el5 I eb 5 g4
{?2. 4p=2681 246 o g4 4 16>
225 15 5 5



b 1051 98 2 L ox4 >0
225 5

. \/9%1 \/960%5_ 49105/ . Ig%im _
2.105%25 \’ 210%25

\/9y +14.69693846

ch = ++4/3.835393218 =+1.958416 VY

8.942
++/0.548304595 = +0.740475924

Entonces

X +1.958416)(x - 1.958416)(x +0.740475924)(x - 0.740475924)> 0

(

(x2 - 3.835393218 x? - 0548304595 )> 0

(x+1.958416)(x - 1.958416)>0 U (x+0.740475924)(x - 0.740475924) > 0
(x+1.958416)>0 U (x- 1.958416)>0 U  (x+0.740475924)>0 U
(x- 0.740475924) >0

De donde
x>-1.958416 U x >1.958416 U  x >-0.740475924 U x> 0.740475924
(1.958416;¥) (0.740475924; %)

S =(1.958416;¥)
Ademas, si
(x+1.958416)(x - 1.958416)(x +0.740475924)(x - 0.740475924)> 0
(x? - 3.835393218 [x” - 0.548304595 )>0
(x +1.958416)(x - 1.958416) <0 U  (x+0.740475924)(x - 0.740475924) <0
(x+1.958416)>0 U (x- 1.958416)<0 U  (x+0.740475924)>0 U
(x- 0.740475924) <0
De donde
x>-1.958416 U x<1.958416 U x >-0.740475924 U
X < 0.740475924
- (1.958416;1.958416) (- 0.740475924:0.740475924)
S =(- 0.740475924;0.740475924)

Por lo tanto
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x1 (- 0.740475924;0.740475924)

t?- 4D>0 si T
x1 (1.958416;¥)
x =-1.958416
‘2. 4D=0 & X =1.958416
x =-0.740475924
x =0.740475924
‘2. aD<0 s X1 (- ¥;-0.740475924)

x1 (0.740475924:1.958416)
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