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Resumen

El presente trabajo desarrolla los fundamentos matematicos basicos de Computacion
Cuéntica, para luego analizar la primera parte de la publicacion realizada por Peter Shor
en 1995, conocida como “El Algoritmo de Shor” ( [1] , pags. 1-10).

Dicho algoritmo, ideado para ser aplicado en una hipotética computadora cuéntica,
descompone en factores primos un nUmero entero mayor que 1, en un tiempo
considerablemente menor que el llevado a cabo por una computadora convencional.
Ademas, es exponencialmente més rapido que cualquier algoritmo clésico conocido.

Por ejemplo, a una computadora clasica le tomaria cientos de afios poder encontrar los
factores primos de un numero de 600 digitos, mientras que en una computadora
cuéntica solo le tomaria unos minutos.

Pero, ¢por qué el interés de la factorizacion de un ndmero entero, un tema que
aparentemente esta confinado sélo al Algebra?

Porque el problema de la factorizacion es utilizado para codificar la mayoria de los
mensajes secretos que se envian hoy en dia.

Es decir, que el Algoritmo de Shor podria ser empleado para atacar las bases de
seguridad en el almacenamiento y transito de la informacion. Esto reduciria
drasticamente el nivel de complejidad que se necesita para descubrir numerosas claves
de seguridad informatica.

De este modo, muchas criptografias de clave publica, tales como el sistema RSA, que se
aplica en las claves bancarias online, llegarian a ser obsoletas si el Algoritmo de Shor
fuera implementado en una computadora cuéntica.

La primera parte de la publicacion de Shor, que se detalla en este trabajo, contiene las
herramientas matematicas e informéticas necesarias para implementar el algoritmo. En
la segunda parte de la publicacion se describe y demuestra el algoritmo, el cual sera
desarrollado por la tesista Yésica Valente.

A los efectos de facilitar al lector la comprension de los temas, éstos se ordenan y
exponen de la siguiente manera:

» Introduccion: Se explica someramente en qué consiste una computadora
cuantica.

= Capitulo 1: Se introducen las herramientas matematicas basicas que se utilizaran
en este trabajo.

= Capitulo 2: Se define el qubit, la unidad minima de informacién cuantica. Se
describen ademas sus propiedades.

= Capitulo 3: Se describen mateméaticamente los circuitos y compuertas cuanticas.
= Capitulo 4: Se expone y analiza el Paralelismo Cuantico.

= Capitulo 5: Se demuestra un algoritmo cuantico para calcular la potencia
modular.
= Capitulo 6: Se elaboran las conclusiones.

Palabras claves:

Algoritmo de Shor, qubits, computacion cuantica, paralelismo cuantico, exponenciacién
modular.
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Introduccion

¢ Qué es una computadora cuantica?

Una computadora cuéntica es un dispositivo que utiliza el modelo de los estados de
ciertos elementos del atomo para realizar sus procesos.

Los ordenadores convencionales resumen toda la informacion que procesan a lenguaje
binario, es decir, solo utilizan dos estados para almacenar y operar con datos: 0 0 1.

La unidad minima de informacion utilizada por estos ordenadores, para almacenar uno
de esos dos valores, es el bit. Al igual que un interruptor, los bits sélo pueden estar
encendidos o apagados. De este modo, toda la informacion en la computacion actual se
resume en una secuencia de ceros (bits apagados) y unos (bits encendidos).

1100161 91119915 1;?
A100001 01160081 011611 898081

Figura 0.1: Datos almacenados en una computadora convencional, como una secuencia de ceros y unos.
Fuente: http://computerhoy.com/noticias/hardware/que-es-computacion-cuantica-20079

En cambio, las particulas subatémicas (electrones, protones, neutrones, fotones, etc)
tienen una curiosa cualidad que hace fascinante la computacion cuantica. Esa cualidad
es la superposicion.

La superposicion de una particula subatémica consiste en que ésta no sélo puede
adoptar el estado 0 6 1, sino que puede estar en ambos estados al mismo tiempo.

Asi, los ordenadores cuanticos son capaces de probar, al mismo tiempo, todas las
posibilidades que existen para la solucion concreta de un problema, en lugar de
probarlas una tras otra, como lo realizan actualmente las computadoras convencionales.
En definitiva, las computadoras cuanticas procesan los datos en forma paralela, a
diferencia de las computadoras actuales, que lo hacen en forma secuencial.

Figura 0.2: La superposicion de las particulas subatdmicas es la base de la computacién cuéntica.
Fuente: https://www.educacion-holistica.org/wordpress/



Este cambio en el paradigma de la computacion supone un enorme salto hacia adelante,
ya que permitiran realizar calculos complejos que actualmente resultan inalcanzables en
la computacion clésica.

El qubit: la unidad minima de informacion en una computadora cuéntica.

Asi como el bit es la unidad minima de informacién en una computadora convencional,
el bit cuantico o qubit es la unidad minima de informacion en una computadora
cuantica, y representa el estado de una particula subatémica. Por lo general, y asi se
asumird a lo largo de este trabajo, se considera el estado del electron situado en la
Orbita mas externa de un determinado atomo. De este modo, la informacion se codifica
sobre el estado de dicho electrén. A mayor cantidad de qubits, mas rapido funcionara un
ordenador cuéntico.

¢ Cémo se codifica la informacion en una computadora cuantica?

Como se mencion6 anteriormente, en un qubit se almacena el estado del electron méas
externo de un atomo. Pero ¢como se determina el estado de un electron?

Se lo determina en base a la propiedad de “spin” que tienen las particulas subatomicas.
El spin (que significa giro en inglés), descubierto en 1925, es la facultad que tienen
dichas particulas de girar en torno a su eje. En particular, se considera el spin del
electron mas externo de un atomo. Su sentido de giro queda determinado por “La Regla
de la mano derecha”. Si el electrén esta spin arriba, se encuentra en su mayor nivel de
energia y se supone que esta en estado 0. Mientras que si estd spin abajo, su nivel
energeético es el mas bajo y se dice que esta en estado 1.

Estado 0 Estado |
5 =
,, T D
- |
i)

(a

Figura 0.3: (a) Electron girando spin arriba. En ese caso, se supone que hay almacenado un 0.
(b) Electrén girando spin abajo. Se asume que hay almacenado un 1.

Pero el electrén también puede girar en cualquier otra posicion comprendida entre el
estado 0 y el estado 1. Es decir, puede rotar en una posicion que es combinacion lineal
de ambos estados.

i e o7

Figura 0.4: Distintas posiciones del eje de giro de un electron

Para comprender este fendmeno, algunos comparan el spin del electron con el
movimiento de un trompo.



Figura 0.5: Analogia entre el giro de un electrén y el de un trompo.

Es por ello que, para medir la posicion del eje de rotacion del electron en todas las
posibles direcciones, se utiliza un par ordenado de nimeros complejos. De este modo el
qubit, que almacena la orientacion del spin de un electron, es representado mediante un
vector complejo de dos componentes. Por ejemplo, si el electron estd spin arriba, el
valor del qubit es (1,0)7, y se lo simboliza por | 0 >. Mientras que, si esta spin abajo, su
valor es (0,1)" y se lo representa por | 1 >.
En caso de que el eje de rotacion tome una posicion distinta a las de spin arriba o spin
abajo, se supone gue el electrén esta en ambos estados al mismo tiempo.
Por esta razon se afirma que un qubit puede adoptar simultdneamente los estados 0 y 1.
Este hecho es lo que permite, a una computadora cuantica, procesar varios datos
simultaneamente.

|1=
&

[0=+|1=

|0= > [0

- 1=
Figura 0.6: Representacidon vectorial de un qubit

En el Capitulo 2 se verd en més detalle como se describe mateméaticamente un qubit,
pero su concepto desde el punto de vista fisico se resume a continuacion:

Un qubit es la unidad minima de informacién en una computadora cuantica.
Representa el estado en que se encuentra el eje de giro o spin del electron mas externo
de un atomo, el cual queda determinado mediante un par ordenado de numeros
complejos. La informacion se codifica en base a los valores que toma el spin del

electron.

El entrelazamiento cuantico

Los inquietos y revoltosos atomos, ademas de que sus elementos pueden adoptar varios
estados simultadneamente, también cuentan con otra propiedad llamada entrelazamiento
cuantico (o entanglement en inglés). Gracias a esta particularidad, un electrén puede
transmitir determinadas propiedades a otro sin que haya conexién fisica entre ellos.
Esto hace que cualquier cambio en el estado de uno de los qubits entrelazados,
provoque un cambio instantaneo en el otro. El entrelazamiento cuantico permitira
resolver en segundos tareas para las que una computadora convencional tardaria afios.
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En el Capitulo 2 también se vera como se traduce matematicamente este concepto.

Figura 0.7: El entrelazamiento cuantico.

Este fendmeno produce que, si las particulas A y B estan entrelazadas, al observar o medir el estado de
giro de la particula A, la particula B recibird automdticamente la “sefial” y se mostrara girando,
por ejemplo, en sentido contrario.

¢Cémo funciona una computadora cuantica?

En un procesador cuantico no se utilizan ni monitores, ni discos duros, ni ningdn tipo de
hardware tal como se conoce en el ambito de la informatica actual.

Todo sucede en la unidad de procesamiento que debe permanecer en unas condiciones
de absoluto aislamiento, ya que los estados cuanticos del atomo son extremadamente
fragiles y la superposicion de los estados que se produce durante los procesos de
calculo, puede perturbarse.

Asi, la superposicion podria verse afectada ante el contacto con un campo
electromagnético o la mas minima vibracion o fluctuacion de la temperatura.

Esta eventual alteracion del estado cuéantico del &tomo provocaria errores de célculo.
Por esta razén, los procesadores en los que se encuentran los qubits deben enfriarse y
mantenerse a cero absoluto (- 273 grados Celcius).

Los estados de cada qubit se observan mediante mediciones con laser, de las que se
extraen los resultados de los célculos y se procesan con ordenadores normales.

¢Existe en la actualidad una computadora cuantica?

El ordenador cuantico dej6 de ser s6lo una teoria para convertirse en realidad en el afio
1998. Fue en ese entonces que el investigador Isaac Chuang dirigié a un grupo de la
Universidad de Berkeley (California) para construir la primera computadora cuantica.
Esta funcionaba con sélo un qubit.

En 2001 un grupo de IBM desarroll6 una computadora cuéntica capaz de controlar 7
qubits. En ese afio se probd por primera vez y de manera exitosa el Algoritmo de Shor,
descomponiendo el numero 15 en sus factores 3y 5.

En 2013 se disefio un ordenador cuéntico que funcionaba con 512 qubits y, segun
aseguran sus desarrolladores, es hasta 108 milllones de veces mas rapido que un
ordenador tradicional.

Por el momento, empresas como Google, IBM y la NASA estan implementando
prototipos con la tecnologia necesaria para lograr que, en unos 10 o 15 afios, los
ordenadores cuanticos sean una realidad cotidiana.
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Figura 0.8: Imagen de un procesador cuantico.
Fuente: http://computerhoy.com/noticias/hardware/que-es-computacion-cuantica-20079

Dios no juega a los dados...

La computacion Cuéntica utiliza las herramientas de la Fisica y Mecénica Cuantica para
implementar sus algoritmos cuanticos.

Pero ¢qué es la Fisica Cuéntica? La Fisica Cuantica es una rama de la Fisica que estudia
los fendmenos y propiedades que tienen las particulas subatémicas, en base a
experiencias de laboratorio.

En cambio, la Mecénica Cuantica analiza en forma teérica, con formalismo puro, las
propiedades y estados de dichas particulas.

Su desarrollo tedrico se basa en seis leyes o postulados, llamados “Postulados de la
Mecéanica Cuantica”. Estos han sido deducidos mediante un largo proceso de prueba y
error, y sus fundamentos siguen sorprendiendo, hasta el dia de hoy, a multiples autores.
Asi por ejemplo, la Teoria de la Relatividad de Albert Einstein (1879-1955) establece
que el Universo es ordenado y predecible. Pero en las leyes de la Mecanica Cuantica
reina la incertidumbre. La Unica posibilidad para pronosticar algo es predecir todas las
posibles soluciones o eventos que surgen de un hecho. En el mundo subatomico, todo es
un juego de azar, como tirar los dados.

Albert Einstein rechazaba esta teoria y afirmaba que la Fisica no podria manejarse al
azar, ya que sus leyes permiten predecir el resultado de un experimento. Por esta razén
afirmaba que “Dios no juega a los dados con el Universo...”

Pero Niels Bohr (1886 — 1962), uno de los defensores y creadores de la Fisica Cuantica,
le replico diciendo: “Albert, no le digas a Dios lo que tiene que hacer...”.

12



Capitulo 1

Nociones matematicas basicas
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Capitulo 1: Nociones matematicas basicas

En este capitulo se expondran los principales conceptos matematicos que se utilizarén a
lo largo de este trabajo. Primeramente se definiran los espacios de Hilbert, sobre los
cuales se modelan matematicamente los sistemas cuanticos. Luego se presentara el
producto tensorial de vectores, que se aplicard para definir un sistema formado por
varios qubits. Posteriormente se definira y clasificard la complejidad de un algoritmo, lo
cual permitird demostrar la eficiencia del Algoritmo de Shor frente a otros algoritmos de
factorizacion de numeros enteros. Finalmente se introduciran las nociones de Aritmetica
Modular y sus propiedades basicas.

1.1 Los espacios de Hilbert

El concepto de espacio de Hilbert, ideado por el matematico aleman David Hilbert
(1862-1943 ), surge como una generalizacién del espacio Euclideo. Esta generalizacion
permite que ciertas nociones algebraicas y geomeétricas aplicables a espacios vectoriales
de dimension dos o tres, se extiendan a espacios de dimension arbitraria e inclusive, de
dimensién infinita (como el espacio vectorial formado por las funciones continuas).
Ejemplos de tales nociones son “la distancia entre vectores”, “ortogonalidad de
vectores” Y “la proyeccion ortogonal”.

Los espacios de Hilbert seran introducidos debido a que desempefian un rol importante
en la formulacion matematica de la Mecénica Cuantica. Previamente se enunciaran los
siguientes conceptos, que seran necesarios para comprender este tipo de espacios.

Definiciéon 1.1: Producto interno

Sea F el cuerpo de los nimeros reales o de los complejos y V un espacio vectorial
sobre F. Un “Producto interno” sobre V €S una funcion que asigna, a cada par
ordenado de vectores (v, w ), un escalar < v, w > de F de modo tal que Yv,w,u € V
y V a € F, se verifican las siguientes propiedades:

1) <v+w,u >=<v,u>+<w,u>
2) <av,wW>=qa<V,w>

3) <v,w>=<w,v> donde labarra indica conjugacion compleja.

4) <v,v>> 0 VveV
5 <v, v>>0 si v#0 y donde 0 representa el vector nulo.

La siguiente Proposicion, que sera Gtil para las demostraciones posteriores, es una
consecuencia inmediata de las propiedades del producto interno:

14



Proposicion 1.1
Siv,we V y a e Fentonces <v,a W>=qa <V,w>

Demostracion

Aplicando las Propiedades 3) y 4) del producto interno y la propiedad de la conjugacion
del producto de dos nimeros complejos, resulta

<V,aW>=<aW,V>=oa<W,V>=oa<WwVv>=a<V,W>nm

Observacion 1.1

Si el cuerpo F es el de los nimeros reales, es decir, si F = R, de la Propiedad 3) del
producto interno se obtieneque<v,w>=<w,v> VYv,w € V.

Pero si el cuerpo F es el de los nimeros complejos, es decir, si F =C, la barra de
conjugacion que figura en la Propiedad 3) es absolutamente necesaria para evitar llegar
a una contradiccion en la definicién de producto interno. Mas especificamente, si se
elimina la barra de conjugacion en dicha Propiedad, resulta que

<v,w>=<w,v> Yv,weV
En este caso, al aplicar también la Propiedad 2) se tiene
<vVv,av>=<aVv,v>=a<Vv,v>VveVyVaeF [1.1]
Por otro lado, de la Propiedad 5) resulta que si v+ 0 entonces i v #0 y en consecuencia

<iv,iv>>0 [1.2]

De las Propiedades 2) y5)y la expresion [ 1.1 ] se obtiene que, si v+ 0 entonces
<jiv,iv>=i’<v,v>= - <v,v><0

Lo cual contradice la expresion [ 1.2 ] m

A continuacion se muestran algunos ejemplos de producto interno.

Ejemplo 1.1

1) Si V =F", se define el “producto interno canénico” de la siguiente manera:
Si v,we Vconv=(vy V2 ...,vn)" Yy W= (W1 Wz ..., wn )T entonces

n
cvows=Y v
2

De este modo, cuando F = R resulta
n
<V,W>= Z Vi Wj
=1
En este caso, el producto interno canonico recibe el nombre de “producto escalar”.

15



2)SeaV = {f:[a,b]—> C talquefescontinuaen[a,b] }. Dadas f, g €V, si se

define
b

<f,g>:jf(x)@dx

a
Entonces se puede demostrar que es un producto interno sobre V m

En todo espacio vectorial con producto interno queda definida la “norma 0 mddulo de
un vector” del siguiente modo:

Definicion 1.2: Norma o médulo de un vector

Dado un espacio vectorial V con producto interno, la norma o mddulo de un vector
veVes

Ivii=y<v,v>

Las Definiciones 1.1y 1.2 dan lugar a presentar la definicion de Espacio de Hilbert.

Definicién 1.3: Espacio de Hilbert

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H definido sobre C que verifica las
siguientes condiciones:

1) En H hay definido un producto interno.
2) H es un espacio vectorial completo. Esto significa que toda sucesion de Cauchy
es convergente. Es decir,

Si {Vn};ozlc Hy [[Vi—Vm|l —> 0 entonces 3V eH tal que
n, Mm—oo

Vo=V — O
nN— oo

Ejemplo 1.2

1) C" |, conel “producto interno canénico”, es un espacio de Hilbert V n € N.

2) Si V = {f: [a,b]— C talquefescontinuaen[a,b] }con el producto interno
b
definido por < f, g > = J- f(x) ﬁ dx, se puede probar que V no es un espacio de

a
Hilbert m

16



.y . . n
De ahora en adelante, se trabajara con el espacio de Hilbert C" y con el producto
interno canonico.

. . n
Es decir, Si v,w € C conv=(v1, V2 ..., vn)T y W= (W1, W2, ..., wn )T entonces
n
<V,W>= Z Vi Wj
=

En este caso, la norma o médulo de un vector v = (v, V2, ..., vn)T €s

n n

i [ > vivi =] > i P

i=1 i=1

En el proximo capitulo se mencionaré la relacion existente entre los espacios de Hilbert
y la unidad minima de informacién, que es el qubit.

1.2 Producto tensorial de vectores

Sean V= F"y W= F™ dos espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente,
conF=R 6 C.
Si v=(v1,V2 ...,vn)T y W= (w1 W2 ..., wm )T entonces el producto tensorial de v

con w , simbolizado por v ® w, se lo define asi:

Wy Vi W,
w VW
v, 2 1Wo
Wm Vl Wm
W vV, W
1 2 W
vV, W
W, Vo Wy
vV, W Vv,
vV ® w= = =
Wm V2 Wm
vV, W
Wy Vi Wy
v, W, Vi Wy
W (VAT

n

Claramente se puede verificar que el producto tensorial no es conmutativo. Es decir,
v Owz w® v

Las propiedades basicas del producto tensorial se enumeran en la siguiente Proposicién:

17



Proposicion 1.2

1)Siue F" y v,we F™ entonces u ® (v+w)=(u® v)+(u® w)
2)Siu,ve F"y we F™ entonces (U+v) ® w=(u® w)+(v®&® w)

3)Siue F", ve F™ yae C entonces

(au) ®v = a (U V)
Uu®@v)=a (u® v)

4)SiSiu e F', ve F™ y a > 0 entonces o (u®v):(\/au)®(\/av)

Demostracion

1)Si u=(uy Uz ...,un)",v=(vy, Vo, ...,vm)T Yy W= (Wi, Wa, ..., wm )T entonces
U, A W, Uy vy + W,
u, Vv, W, U, V, + W,
u®(v+w)=| . |® o+ = . |® : =
up, Vi wn | ug Vi, + W
Y w Y W
vy + W, 1 1 1 1
Y W Y w
V, +W 2 2 2 2
o | V2TV Us. + Uy, Uj. Us.
Y W Y w
Vi, + W, m m m m
_ = = + =
Vv, + W,y Vi w, Vi Wy
V, + W, Va W, \F Wa
u, Up +Uy Up Uy
Wm
Vi + Wy Vi, Vi, W,

=(U®V)+(u ®w).

Los incisos 2), 3) y 4) se demuestran de manera similar. m
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Observacion 1.2

A fin de simplificar la notacion, se eliminaran los paréntesis internos que figuran en el

resultado de un producto tensorial.

Es decir, siv=(Vv1, V2, ..., vn)T ¥y W= (W1, W2, ..., wm )T entonces

Vi Wy
ViW,

Vl Wm
Vo Wy
Vo Wy

V2 Wm

Vn Wl
Vn W2

vV, W

n m

De este modo, si v € F"y we F™ el producto
mediante un vector en F"™,

Vi Wy
VW,

Vl Wm
Vo Wy

Vo, Wy

V2 Wm

tensorial v®w serd identificado

1.3 Orden de complejidad computacional de un algoritmo

La resolucion préactica de un problema exige por una parte un algoritmo o método de
resolucion y por otra parte, para que pueda ser ejecutado por una computadora, su

programacion o codificacion.

Desde el punto de vista de la Ingenieria y de la Informatica, lo que preocupa son los
recursos fisicos necesarios para que un algoritmo pueda ejecutarse. De todos ellos, los
mas importantes son dos: el tiempo de ejecucién y la cantidad de memoria que
requiere el algoritmo. Estos dos parametros definen béasicamente el orden de
complejidad computacional de un algoritmo y, para medirlos, se utiliza el concepto de
“funciones de orden O”. Su definicién se da a continuacion:

Definicién 1.4: Funciones de orden O

Seaf: N—> [O + oo) .El conjunto de funciones de orden O de f, simbolizado por O(f) es

O(f)={g:N—[0,+x) talquedk>0 A nge N/g(n) <kf(n)vn=ng |




Asi, una funcién g: N — [0 ,+o0)se dice que es O(f) si g € O(f).

Ejemplo 1.3

Sig(n)=2n*+4n+n3sen(n)y f(n) =n3, probar que g es O(f).
Solucién
Se observa que, ¥ n>1 se verifica que

3 3 3 3
9(n) :2 n +4n;n sen(n) :22 +4_£1+—n seg(n) =2+i2+sen(n)£ 2+4+1=7
f(n) n n n n n

Por lo tanto, tomando no = 1 y k = 7 se verifica que g(n)<kf(n) vnx=ng. En

consecuencia, geO(f) m

La siguiente Proposicién sera Gtil para algunas demostraciones que se desarrollaran en
el Capitulo 5.

Proposicion 1.3

1) Si |im 9(n) <M para alguna constante M entonces g € O(f).

n—oow f(N)

Demostracion

1)Sea L= |im @. Entonces, por definicion de limite, se tiene que

now f(N)
vV e>0 3Ing/Vnx ng se verifica que @—L ‘<s.
En consecuencia, vV n > ng resulta
@—L«; = @<8+L<8+M. Luego, tomando k = ¢ + M se obtiene que
f(n) f(n)
vYnxn 9(n) k n)<kf(n).L O(f
> Ny f(n)< = g(n) (n). Luego, g € O(f).

2) Como f; €O () y f, €O (h) resulta
3k; >0 A nge N/ fi(n) < kg g(n) Yn=>ny; yademas
3ky >0 Any,e N/ fy(n) <k, h(n) vnxny

Tomando k = k1 k2 y no = max { n1, n2} entonces ¥V n > ng se verifica que

fi(n) fo(n) _fi(n) fy(n) B
g(n) h(n) - a(m h(n) < k; ko =k . Porlotanto, f|.f, €O (g.h) =m
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Observacion 1.3

A menudo, para enfatizar que las funciones f y g tienen por variable independiente a un
namero natural n, en lugar de afirmar que g es O(f) se suele decir que g(n) es O(f(n)).
Esta notacion es la que se aplicara en adelante.

A continuacion se definira el orden de complejidad computacional de un algoritmo,
concepto que serd aplicado en el Capitulo 5 para comparar la eficiencia de los nuevos
algoritmos cuanticos que se plantean.

Definicion 1.5: Orden de complejidad computacional de un algoritmo

Se dice el orden de complejidad de un algoritmo es O(f(n)) donde f: N —>[O i oo) Si

el tiempo de ejecucion o la cantidad de memoria requerida para ejecutar el algoritmo
se expresa mediante una funcion g(n), con g(n) € O(f(n))

En este caso, “n” puede representar la longitud de un vector, el orden de una matriz, el
ndmero de registros de una base de datos, etc. Por otro lado, la definicion de O(f)
permite asegurar que, a partir de cierto “n” en adelante, el tiempo de ejecucion de un
algoritmo o la cantidad de memoria requerida nunca sera superior a f(n). Es decir que, si
“n” es suficientemente grande, y salvo una constante multiplicativa “k”, f(n) es una cota
superior de g(n). Ademas, el hecho de indicar, en la definicion de O(f), que “n” sea
mayor que cierto valor no se debe a que la eficiencia de un algoritmo se mide para
valores de “n” muy grandes. Ya que, casi siempre, los problemas pequefios se pueden
resolver de cualquier manera, apareciendo las limitaciones al atacar problemas grandes.

Por lo general, la funcion f(n) se escoge de modo tal que sea lo méas sencilla posible.

Esto da lugar a la siguiente definicion.

Definicion 1.6: Clasificacion del orden de complejidad de un algoritmo
1) Si f(n) = log(n) se dice que el algoritmo es de orden logaritmico.

2) Si f(n) =nP con pe N se dice que el algoritmo es de orden polinomial.
En este caso, se lo considera eficiente.

3) Si f(n) = a" con a > 1, se dice que el algoritmo es de orden exponencial o
No Polinomial (NP).
En este caso, se lo considera ineficiente.
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Los algoritmos de orden logaritmico son los ideales, ya que el tiempo que demandan
para procesar los datos se reduce considerablemente.

Los de orden polinomial se enfrentan a una dificultad a medida que “p” crece.
Mientras menor sea el valor de “p”, mas eficiente sera el algoritmo. Complejidades del
orden O(n?) y O(n®) suelen ser efectivamente abordables, y practicamente nadie acepta
algoritmos de orden O(n*).

Los algoritmos de orden exponencial suelen ser intratables y sélo son aplicables a
problemas con valores de “n” pequefios.

A la vista de lo expuesto, se comprende que los programadores busquen algoritmos de
orden polinomial, ya que es un golpe de suerte encontrar de orden logaritmico.

Se finalizara este capitulo mostrando un ejemplo que ilustrara como clasificar el orden

de complejidad de un algoritmo.

Ejemplo 1.4

T T :
Sean v = (Vy,Vy , .., V) y W= (W, Wy, ..., w,) dosvectoresen R". Se tiene un

ordenador que tarda T unidades de tiempo para efectuar una operacion aritmética (suma,
resta, multiplicacion o division). Probar que el tiempo requerido para efectuar el
producto escalar de v con w es O(n).

Soluciéon

El producto escalar de v con w es
n

<vV,w>= Z Vj Wi
i=1
Que es el algoritmo cuya complejidad computacional se pretende analizar.
Para efectuar este calculo se necesitan n multiplicaciones y (n-1) sumas. Por lo tanto,
son necesarias n + (n-1) = 2 n -1 operaciones aritméticas. Luego, el ordenador tardara
(2 n—1) T unidades de tiempo para efectuar el producto escalar.
En este caso, g(n) = (2 n — 1) T. Si se define f(n) = n entonces, del inciso 1) de la

Proposicion 1.3 resulta
lim 2T
n—oo

gn) _ . @n-D)T _
m_ Ilm - -

N—c0 n

Tomando M = 2 T se obtiene que g € O(n) y en consecuencia, el tiempo requerido para
efectuar el producto escalar es O(n) =
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1.4 Nociones de Aritmética Modular

Definicién 1.7: Congruencia

Dado un nimero natural n > 1y dos nimeros enteros a y b, se dice que a es congruente
con b modulo n, y se escribe
a=b (modn)
Si
n|i(a—Db)

La siguiente Proposicion, cuya demostracion se puede encontrar en cualquier
bibliografia de Aritmética Modular, serd aplicada en el capitulo referente a
Exponenciacion Modular:

Proposicion 1.4

1) a=b (modn) < ay b tienen el mismo resto en la division entera por n.
2) a=0(modn) < nja

3)Sia=b(modn) A c=d(modn) = ac = bd(mod n)
4)Sia=b(modn) Ac=d(modn) = a+c = b+d(modn)

5 a=b(modn) Ac#0 = ac = bc(modn)

6) a=b (modn) A keN = a¥= bX (modn)
7) a=r, (mod n) donde ra es el resto de la division entera de a por n.

Definicién 1.8: Inverso multiplicativo modular

Dado aeZ y neN, se dice que a tiene inverso multiplicativo (mod n) si 3 beZtal
que a b=1(mod n)

Notacidn: Al nimero b, el inverso multiplicativo de a, se lo simbolizaré por al.

El siguiente Teorema indicara en qué casos existe el inverso multiplicativo modular.

Teorema 1.1

Dado a€”Z y neN, atiene inverso multiplicativo (mod n) << mcd (a, n) =1
Donde mcd (a, n) es el maximo comdn divisor entre a y n.

Demostracion
Seré desarrollada por la tesista Yésica Valente.




Capitulo 2

Los Qubits
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Capitulo 2: Los Qubits

La unidad minima y por lo tanto constitutiva de la teoria de la Informéatica Cuantica es
el qubit, el analogo del bit en la Informatica Clésica.

En el capitulo introductorio se definid el qubit desde el punto de vista fisico, pero en
este capitulo se lo definira desde el enfoque matematico. Se mostrara su representacion
geométrica mediante la Esfera de Bloch y, ademas, se indicard como medirlo.
Posteriormente se introducird y desarrollara el sistema cuantico formado por dos 0 mas
qubits junto con sus propiedades fundamentales: la superposicion y el entrelazamiento.

2.1 Sistemas formados por un qubit

Los sistemas computacionales cuanticos formados por un qubit procesan la informacién
utilizando un qubit. Su definicidn se expone a continuacion.

Definicién 2.1: qubit

Un qubit es un vector q € C? de médulo 1. Es decir,

=[5

donde o, B eC y verifican que | o |2+ | B|2 =1

La palabra qubit proviene de la union de los vocablos ingleses quantum bit. Se le dio
ese nombre a fin de establecer analogias con el bit de la computacion clasica.
Como un qubit se puede escribir de la forma

0
por un qubit. Por otro lado, si se establece la siguiente notacién:

) e

Entonces la Definicion 2.1 se puede reformular de la siguiente manera:

. . 1 0 ]
Se dice que el conjunto { [ J : (1] } es una base ortonormal para el sistema formado
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Definicion 2.2:

Un qubit es un vector g de la forma

q=al0>+f |1>
Donde

'°>:[3]”1>:[fly @, peCeon [off+|p[* =1

En este caso, el conjunto { |0 >, | 1> } constituye una base para el sistema formado
por un qubit.

Los vectores |0 > y | 1> se corresponden con el 0y 1 del bit clasico.

Sig=1|0> sedice que el qubit esta en estado 0, mientras que si g = | 1 > el qubit esta
en estado 1.

Cuando o y B no son nulos, se dice que el qubit esta en estado de superposicion, lo

cual significa que se encuentra simultaneamente en los estados clasicos 1 y 0.

¢ Cémo se modelan matematicamente los sistemas formados por un qubit?

A fin de dar un marco teorico a este tipo de sistemas y analizar su evolucion a lo largo
del tiempo, éstos se modelan matematicamente. Para ello se recurre a los Postulados de
la Mecanica Cuantica y en particular, al primero de ellos:

Primer Postulado de la Mecanica Cuantica:

Asociado a cada sistema fisico, se encuentra un espacio de Hilbert H , conocido como
espacio de estados del sistema. El sistema es completamente descripto por su vector de
estado, el cual es un vector unitario en dicho espacio de estados.

No es el propdsito de este trabajo desarrollar esta teoria cuantica, sino simplemente
mencionarla someramente:

El sistema fisico al que hace referencia el Primer Postulado es el conjunto formado por
una o mas particulas subatémicas. Para el caso que se esta analizando, el sistema fisico
esta constituido por el electron de la érbita mas externa de un atomo. Los estados de un
sistema son aquellas magnitudes fisicamente medibles, como por ejemplo la velocidad,
la aceleracién, el momento angular, la energia, etc.

En este caso, el estado que se estudia de este sistema es la posicion del eje de giro o spin
del electron.

Pero ¢(Como se define matematicamente el espacio de Hilbert asociado a este sistema?
Para responder a esta pregunta cabe recordar que las particulas subatomicas, ademas de
comportarse como particulas, se comportan también como ondas que se propagan por el
espacio. Por esta razon, el estado de un sistema suele describirse mediante una funcion
de onda wy(xt), que es una funcion a valores complejos y cuyas variables

independientes son la posicion X y el tiempo t.
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Para el caso que se esta abordando, (X, t) representa el estado del spin del electron

cuando éste se encuentra en la posicion x y en el instante t. De este modo, el espacio de
Hilbert asociado al sistema fisico es el conjunto de todas las funciones de onda y (X, t).

El vector de estado en este caso es el qubit que, por pertencer al espacio de Hilbert,
debera expresarse en términos de una funcién de onda.
Es decir,

yx,)=q=o|0>+p |1>

Con y(x, t) tal que |y (x, t) | = 1.

Ademas, de acuerdo al enfoque que se dara a este tema, g no depende de x ni de t.

Este fue el motivo por el cual Paul Dirac (1902-1984) represent6 al qubit mediante la
siguiente notacion:

ly>=a[0>+p [1>

En este trabajo no se analizara el comportamiento ondulatorio del estado de un sistema
cuantico, sino que sera desarrollado en términos vectoriales y matriciales. De este

modo, como un qubit es representado mediante un vector en (CZ, se identificara al
espacio de Hilbert asociado a este sistema fisico con C’m

Ahora, cabe preguntarse: ¢cémo puede el qubit, un vector complejo de dos
componentes, guardar la informacion del spin del electron? En la proxima seccion se
verad que las componentes de dicho vector complejo determinan la direccion y sentido
del eje de rotacion del electron. Esto se logra si a cada qubit se le hace corresponder un
punto de una esfera de radio 1, llamada la “Esfera de Bloch”.

Representacién geométrica de un qubit: La Esfera de Bloch

En Mecénica Cuantica, la Esfera de Bloch es una esfera centrada en el origen y de radio
uno, utilizada para representar geométricamente a los qubits. Su nombre alude al fisico
suizo Felix Bloch ( 1905-1983 ). Bloch tuvo la idea de asignar, a cada qubit, un Unico
punto de dicha esfera, el cual permitira visualizar el estado de dicho qubit, es decir, la
posicién del eje de rotacidn del electrén.

Figura 2.1: Representacion de un qubit en la Esfera de Bloch.
Mediante una determinada funcién f, a cada qubit se le asigna un Gnico punto de dicha esfera.

Para poder establecer esta correspondencia, se recordaran los siguientes conceptos:
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Forma exponencial de un nimero complejo

Dado un numero complejo z = a + i b con a, b €R, su representacion en forma
exponencial es

z=pe'’
Donde

p=va?+b® (p=0)

0 :arctg(gl con0<06<2n
a

a Imiz)

* Refz)
Figura 2.2: Representacion de un nimero complejo en forma exponencial
Observacion 2.1

Si z=0entonces a = b = 0. Al reemplazar estos valores en la expresion de 6 se obtiene

0 = arctg (Ej = arctg (Qj
a 0

Lo cual resulta una indeterminacién. En este caso se supone que 6 puede tomar
cualquier valor. En este trabajo se considerara que, si z = 0 entonces 6 =0.

Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas permiten identificar un punto en el espacio. En este sistema,
un punto P = (X, y, z) se representa por medio de una terna ordenada (p, 8. ¢) donde:

p : Distancia de P al origen (p > 0)

0 : Angulo formado por el semieje x positivo y la semirrecta que une el origen con el
punto (x,y) (0 <6<2m)

¢ : Angulo formado por el semieje z positivo y la semirrecta que une el origen con el
puntoP=(x,y,z) (0 <9 < 7))
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Figura 2.3: Coordenadas esféricas

Se puede probar que las coordenadas del punto P = ( X , y , z ) expresadas en
coordenadas esféricas son:

X = p sen () cos(6)
y =p sen(¢) sen(6)
z=p cos(p)

Por lo tanto, si un punto P =(x,y, z) pertenece a la esfera centrada en el origen y de
radio 1, cuya ecuacion cartesiana es
X2+y*+z2=1

Entonces se deduce que p =1y en consecuencia resulta

P= (sen ((p) cos(0) , sen ((P) sen(6) , COS((P))

La siguiente Proposicién indica de qué manera se asigna, a cada qubit, un punto de la
Esfera de Bloch.

Proposicion 2.1
— i 01
(0 ) oa=ppe .
Sea q = [ j un qubit y ) las representaciones de o y B en forma
B p=pye 2
exponencial. Entonces la funcion

f(q) = (sen(p) cos(6) , sen(g) sen(6) , cos(o))
Donde

0, -0 si. 0<0,-0;<2
@:Zarctg(p—zj y6={2 ! 27 e

pP1 92—91+27E Si -27‘C<92—91<0

Asigna a cada qubit un dnico punto en la esfera de Bloch. Ademas, la funcion f es
suryectiva.
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Demostracion

Primeramente se definirdn los angulos 6 y ¢ con 0 <0<2n y 0 <¢ < m de modo
: a : .
tal que a cada qubit q = (Bj le quede asignado una terna (1, 6, ¢) que representara un

punto, en coordenadas esféricas, de la esfera de Bloch.

Figura 2.4: Asignacion, a cada qubit ,de unaterna (1, O, @) en la esfera de Bloch.

Si se expresa el par ordenado ( p1, p2 ) en coordenadas polares, resulta

{ py =rcos(pp)

pp =rsen(¢y)

a2

R

Figura 2.5: Representacion de ( p1, p2 ) en coordenadas polares

Como

215 (py)P+ (po)= 1

. 2 .
|OL|2+|B|2:1:> ‘plelel‘ +‘pzeI92‘
= (rcos((pl))2+ (r sen(cpl))2=1 = rl=1=r=1
Por lo tanto,

cos(¢y) el 1

sen(oy) €' 2
Por otro lado, debido a que p1, p2 > 0 se deduce que 0< ¢ < g :

Si se divide g por e' ®1 se obtiene



g (cosion
e {sen(gy) ef 27

Como 0<¢@; < T y ¢ =arctg (P_zj entonces 0 <arctg (P_z} <I
2 P1 pr) 2

Luego, si se define

¢ = 2 arctg (P_z]
P1

Resulta 0 <¢p < .
Ademas, de las desigualdades0<6; ,0, <2 resultaque —2nt<0,-60;<2x
En consecuencia, si se define

0= 92—91 Si 0S92—91<27C
T 1 0,-0,+27m si -2m<0,-0,<0

Se obtiene que 0<O6 <2 7.

De este modo, a cada qubit le queda asociado una terna (1, 6, ¢) que representa un

punto, en coordenadas esféricas, de la esfera centrada en el origen y de radio uno.
Dicho punto expresado en coordenadas cartesianas es

(sen((p) cos(6) , sen(o) sen(6) , COS((p)).
En consecuencia, la funcién

f(q) = (sen (o) cos(6) , sen () sen(6) , cos (o))

Establece la correspondencia entre el conjunto de los qubits y la Esfera de Bloch.
Por otro lado, la funcidn f es suryectiva, pues:

Dado un punto P = (sen(¢p) cos(6) , sen(¢) sen(6) , cos(¢)) en la Esfera de Bloch, si

se define
cos (gj
2

sen [9) el
2

Entonces se prueba facilmente que f(q) =P =

q:

Observacion 2.2
Cabe preguntarse si la funcion f de la Proposicion 2.1 es inyectiva. La respuesta es que

. . a) . L
no lo es. Efectivamente, dado un qubit q :(Bj’ si lo multiplicamos por un factor

arbitrario e' °con Se N, se puede demostrar facilmente que f(q) = f(q €' 8). Pero este
hecho no tiene consecuencias a la hora de “observar o medir” el estado de un qubit,

como se vera en la Observacion 2.3, al final de esta seccion.
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¢ Qué se puede visualizar en la esfera de Bloch?

Como se expuso anteriormente, la Esfera de Bloch permite visualizar fisicamente el
estado de un qubit, es decir, la direccion y sentido del eje de rotacion del electron.
En efecto, dado un qubit q, el punto f(q) de la esfera representa el electron y el vector

f(q),con origen en f(q), indica la direccion y sentido de su eje de rotacion. Cabe
destacar que, en la Esfera de Bloch, se suele identificar f(q) con g.

—
f(q)
(m'}
N
L ‘ﬁ

i
___HH
/ T~ T
{ T
.

il ¥
\

Figura 2.6: Visualizacion de estado de un qubit en la Esfera de Bloch

En el siguiente ejemplo se mostrard concretamente como representar los qubits en la
Esfera de Bloch.

Ejemplo 2.1

Representar en la Esfera de Bloch los siguientes qubits:

(1 (0 (12
) =) v a=|]) c)q-[”ﬁ]
Solucidn

a) Eneste caso, a=1 y 3 =0.

Primeramente se expresaran o y 3 en forma exponencial.

Forma exponencial de a
_f.2  n2
{a:Re(a):l p1=Vat+b® =1

= b
b=1Im(a)=0 0, = arctg (—] =0
a

Forma exponencial de B
_ / 2 .2 _
{a:Re(B):O P2 =Va”+b" =0

b=1Im(B)=0 - 0, = arctg (Ej = arctg (gj
a 0

Segun la Observacion 2.1, se considera 6,=0 .



A continuacion se calculan los angulos ¢y 6:

¢ =2 arctg (P_zj =2 arctg (%) =2 arctg(0) =0
P1

0=0,-6,=0 - 0=0
Por lo tanto, si q= (2} entonces

f(q) = (sen () cos(6) , sen () sen(6) , cos (¢))= (0, 0, 1).

Es decir que el qubit g = G)j = | 0 > se representa en la Esfera de Bloch mediante el

punto (0, 0, 1). Ademas, el vector f(q) indica la direccion y sentido del eje de rotacion

del electron, el cual estd spin arriba y en consecuencia, se supone que esta en estado 0.
Por esta razon se considera que, cuando g =| 0 >, hay almacenado un 0.

z
I (0.0.1)

Estado 0

4

fal (B)

Figura 2.7: (a) Representacion del qubit g = |0> en la Esfera de Bloch.
(b) El vector f(q) indica que el electrén esta spin arriba o en estado 0.

b) Eneste caso, a=0 y  =1.
Nuevamente se expresan o y 3 en forma exponencial.

Forma exponencial de a
_J.2 , n2 _
a=Re(@)=0 pL=Va®+b" =0
= |m(a) =0 = 0, = b _ 0
| = arctg 27 arctg 0

Por lo tanto, 6;=

Forma exponencial de B

{a = Re(B) = 1 = a2 +b? =
=Im(B)=0 0, = arctg( j =arctg(0)=0

o | T
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Ahora se calculan los angulos ¢y 0:

¢ =2 arctg P2 =2 arctg (ljzz Ton
] 0 2

0=0,-6,=0 - 0=0

Por lo tanto, si q= Gj entonces

f(q) = (sen () cos(6) , sen () sen(6) , cos (¢))= (0, 0, - 1).

Es decir que el qubit g = Gj = |1 > se representa en la Esfera de Bloch mediante el

punto (0, O, - 1). Ademas, el vector f(q) indica la direccion y sentido del eje de rotacion

del electron, el cual se encuentra spin abajo y en consecuencia, se supone que esta en
estado 1.
Por esta razon se considera que, cuando g = | 1 >, hay almacenado un 1.

& Z

Estado 1

TP
\ 4

L J
e

(0.0.-1)

faj b)

Figura 2.8: (a) Representacion del qubit g = |[1> en la Esfera de Bloch.
(b) El vector f(q) indica que el electrén esté spin arriba o en estado 1.

1 i
c)Enestecaso, a=—= y B = —
2 2
Forma exponencial de o

— 2 2 _
{a:Re(a):l/ﬁ R p1 =vaZ+b? =142

b=Im(a) =0 0, = arctg (gj =arctg(0)=0

Forma exponencial de B

De manera similar, resulta
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Los angulos ¢y 6 son:

¢ =2 arctg [p—ZJ =2arctg (1)=2
P1

0= ez—elzg

: 1/
Por lo tanto, si q =

entonces
i/\2 J

f(q) = (sen((p) cos(6) , sen () sen(6) , cos ((p)): (0, 1, 0).

1/4/2 [
\/_] =1 |0>+ 1 | 1> se representa en la Esfera de

iId2) 2 J2

Bloch mediante el punto (0, 1, 0). El electrén esta girando en la direccion y sentido que
indica el vector f(q). Como o y B son no nulos, el qubit estd en estado de
superposicién, lo cual indica que contiene ambos valores: 0y 1.

&

Es decir que el qubit g = (

{al (b)

Figura 2.9: (a) Representacion del qubit g en la Esfera de Bloch.
(b) El vector f(q) determina el eje de rotacion del electrén .

Simulacion del estado de un qubit

La siguiente simulacion, creada con el software Wolfram Mathematica 9.0, muestra el
, ; , _ [aj { a=p e
giro del electrdn, segun el estado del qubit g = donde ) .
P B=pye 2
El electrdn se representé mediante un cubo y su eje de rotacion se calculd en base a la
expresion de la funcion f(q), definida en la Proposicion 2.1
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SIMULACION DEL ESTADO DE UN QUBIT

i6L i62
)

Valordel qubit g= (ple ™, p2e con |gl] 2y 22| 2=1

q [{1.0}
pl D
#1 D
62 | |
Tita ||
0 =l &l =)

Figura 2.10: Simulacién del estado de un qubit

El codigo fuente correspondiente a dicha simulacién se muestra a continuacion:

Manipulate[p2 = 1 —p12 =
£i= If[pl £0, QMcTan[E—i] , 21)1/2],-

tita=82 -81;

q = {pl (Cos[2l] + 1 Sin[el]), p2 (Cos[E2] + 1 8in[62]) };
gl = { 8in[fi] Cos[tita], Sin[ fi] 8in[tita], Cos[fi] };
Cubo = Graphics3D[Rotate[Cuboid[{-0.5, -0.5, -0.5}], TitaDegree, gql], ImageSize » Small];

Eje = Graphics3D[{Red, Arrowheads[0.1], Arrow[Tube[{{0, O, 0}, 2qgl}, 0.08]] }]1:

Show[Eje , Cubo, Boxed -+ False, Background -+ Black, PlotRange »+ {{-2, 2}, {-2, 2}, {-2, 2}}1,

Pa.nel[" SIMULACION DEL ESTADO DE UN QUBIT "] 5
161] E:.{92 ) con 1o1] 2

Pa.nel[ o Valor del qubit g = (Pl e 2

{a},
{pl, 0, 1}, {1, 0, 2Pi}, {2, 0, 2Pi}, {Tita, 0, 360, AnimationRate + 160}, ControlPlacement —+ Left]

+ 1e2] *= 1 "1,

Figura 2.11: Codigo fuente de la simulacion del estado de un qubit

La Esfera de Bloch es también utilizada para visualizar el cambio de estado de un qubit
al atravesar una compuerta cuantica. Esto se mostrara en el Capitulo 3.

¢ Cémo medir el estado de un qubit ?

Segun el Principio de Superposicion de la Mecanica Cuantica, mientras una particula
subatémica no interactlia con su entorno, ésta puede estar en varios estados al mismo
tiempo. Es decir, se comporta como si pudiera hacer varias cosas simultaneamente. En
particular, un qubitq= o |0>+ B | 1> puede estar en ambos estados: 0 y 1.

Pero curiosamente, en el instante en que es sometido a una medicién, el qubit “colapsa”
a uno de estos dos estados: 0 o bien 1. Esto significa que el estado de superposcion
desaparece y ello se debe a que, en el momento en que el electron es observado, sélo
adopta una de las dos posiciones de giro: spin arriba (estado 0) o spin abajo (estado 1).
Pero, ¢como saber a cual de estos dos estados colapsara el qubit inmediatamente antes
de efectuar la medicion? Solo se puede saber en términos de probabilidades vy, para
calcularlas, se necesita aplicar el Tercer Postulado de la Mecéanica Cuantica, que excede
el objetivo de este trabajo. Por esta razon los resultados del célculo de estas
probabilidades seran dados en términos de la siguiente definicion:
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Definicion 2.3: Medida de un qubit

Dado un sistema formado por un qubit, cuyo estado se describe mediante el vector

q= o [0>+p [1>

El nimero | o |2 indica la probabilidad de encontrar el qubit del sistema en estado O .

Mientras que | B |2 da la probabilidad de encontrar el qubit del sistema en estado 1.

Observacion 2.3

o el )
B ol o
con 3R les corresponde el mismo punto en la Esfera de Bloch. Sin embargo, este
hecho no tiene consecuencias observables, ya que las unicas cantidades “medibles” del

. .. . a i
Como se menciond en la Observacion 2.2, a los qubits g = ( j y ge =

qubit g son las probabilidades | o |2y |B |2 , mientras que las del qubit q e' ®son

‘ae'S‘ =(oce'8) (ae'8)=ae'8(xe'8=oce_'60ce'8=ococe_'ge'8=ococ=|oc|2

‘BeiES‘Z:(Be—iS) (Bei6)=[§e' Beld—Beidped-ppeideid—fp=|pf?

1)

Por lo tanto, al multiplicar el qubit g por un factor ! , no altera los valores | o |2 y

2 . . . g
| B | . En consecuencia, no modifica el valor de la medicion de ¢. m

Cabe preguntarse qué pasaria si las computadoras cuanticas utilizaran, para procesar los
datos, méas de un qubit. En estos casos los qubits comienzan a interactuar entre si para
generar un nuevo sistema fisico. En la proxima seccién se mostrara como describir su
estado. Se verd que el producto tensorial desempefiara un rol importante, ya que
permitira modelar matematicamente este tipo de sistemas.
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2.2 Sistemas formados por varios qubits

Para describir el estado de un sistema formado por varios qubits, se recurrird al Cuarto
Postulado de la Mecénica Cuéntica:

Cuarto Postulado de la Mecanica Cuantica:

El espacio de estados de un sistema compuesto por dos 0 més sistemas fisicos es el
producto tensorial de los espacios de estado de cada uno de sus componentes.

Mas especificamente, si los sistemas fisicos estdn numerados de 1 a n y si el estado de
cada sistema es gi, coni =1,...,n entonces el estado del sistema compuesto serda

qp ® 0z ®...0p

Por razones didacticas se comenzara describiendo los sistemas formados por 2 qubits,
luego por 3 qubits, para finalmente generalizarlos a n qubits.

Sistemas formados por dos qubits

Segun el Cuarto Postulado de la Mecénica Cuantica, el estado de un sistema formado
por dos qubits g: y gz queda determinado por el producto tensorial g; ® q5 .

A fin de simplificar la expresion de los productos tensoriales, se introducira la siguiente
notacion:

Notacion 2.1:
Si x,y {0, 1 }entonces se escribe

IXx >® |y >=|xy>obien |[x>® |y >=|x,y>

Por lo tanto, si
Gp=0q10>+B; [1> Yy 0p=ap [0>+p; 1>
Entonces, al aplicar las propiedades del producto tensorial resulta
U ® de=(0g [0>+P [1>)® (ap |[0>+Py [1>)=
=g 0p|00>+ay By [01>+ By ap|10>+ Py Bp|11>

Al calcular estos productos tensoriales se obtiene

100>=10>®]0>=| | @[] - 1@
0+0-8

o O o =

TN
o o o+
—
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L 0 0 0
1 0 1 1 1
|01>=|0>® |1>= ® = - ~
0 1 0 0 0 0
1 0 0
1 0
0 0
0 1 0 0 0
| 10>=|1>® |0>= ® = — ~
1 0 L 1 1 1
0 0 0
0 0
0 0
0 0 1 0 0
|11>=|1>®|1>= ® = = ~
1 1 L 0 0 0
1 1 1

En consecuencia,
g
ag B2
B ay

B B2

1 ®Qgp=

Como se puede comprobar, el producto tensorial de dos qubits genera un vector de 22
componentes. Por otro lado, segin el Primer Postulado de la Mecénica Cuéntica, el
vector de estado del sistema debe ser de médulo 1. Esto da lugar a definir un 2-qubit de
la siguiente manera:

Definicién 2.4: 2-qubit

Un 2- qubit es un vector g € C* de médulo 1. Es decir,

Donde ag,a;,a5,a3 € C y verifican que Z| aj |2 =1
i=0

Teniendo en cuenta que { |00>, |01>,]10>,]|11> } es una base para el espacio
de los 2- qubits, la Definicion 2.4 se puede reformular de la siguiente manera:
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Definicion 2.5:

Un 2- qubit es un vector g de la forma

g=ap|00>+4a |[01>+a,|[10>+a3|11>
Donde

3
ag,a1,a9,a3€C y Z| aj |2 =1
=0

En este caso, el conjunto { |00 >, |01 >,|10 >,|11 > }constituye una base para
el espacio de los 2- qubits

De este modo, un 2-qubit es un vector que describe el estado de un sistema formado por
dos qubits. Nuevamente, del Tercer Postulado de la Mecéanica Cuéntica se deduce la
siguiente definicion:

Definicion 2.6: Medida de un 2- qubit
Dado un sistema formado por dos qubits, cuyo estado se describe mediante el 2-qubit

g=ap|00>+a |[01>+a,|10>+ag|11>
Entonces

| ag |2indica la probabilidad de encontrar el primer y segundo qubit del sistema en
estado 0.

| ag |2 indica la probabilidad de encontrar el primer qubit del sistema en estado 0 y el
segundo qubit del sistema en estado 1.

| as |2indica la probabilidad de encontrar el primer qubit del sistema en estado 1y el
segundo qubit del sistema en estado 0.

| as |2 indica la probabilidad de encontrar el primer y segundo qubit del sistema en
estado 1.

Sistemas formados por tres qubits

El estado de un sistema formado por tres qubits g: , g2 Y gz queda determinado, segun el
Cuarto Postulado de la Fisica Cuantica, por el producto tensorial q; ® g, ® Q3 .

Nuevamente, a fin de simplificar la expresion de los productos tensoriales, se introduce
la siguiente notacién:

Notacion 2.2:
Si x,y,z €{ 0, 1 }entonces se escribe

IX >®|y> ®|z>=|xyz>o0bien [X>QR|y>®|z>=|xy>|z>
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Por lo tanto, si
Gp=oq |0>+By [1>, gp =0 |[0>+B [1> Yy 0Og3=0a3|0>+p3 |1>

Entonces, al aplicar las propiedades del producto tensorial se obtiene
U ® 42 ® g3=(01 [0>+PB1 [1>) ®( 0 [0>+ Py [1>) ® (az [0>+ B3 [1>)
=0y ap03/000>+ a; apP3/001>+ag By agl010>+ 0y B, B3/011> +

+ B1Proag|100>+ Py ayP3l101>+P3Prag|110>+ B ByrPslll>

Al calcular estos productos tensoriales resulta

1
1 1 1 0
|000>=|0>® |0>® |0>= ® ® ~
0 0 0 0
0

o r o o®mr

O O O O O o o b+

O O O O o o o =

Y asi para los demaés casos. En consecuencia,

Qq g O3
oy oy B3
o P a3
oy B2 B3
P1 B2 o3
Pr ap B3
B3 B2 o3
P3 B2 B3

01 ®Q® Qg3 =

De este modo, el producto tensorial de 3 qubits genera un vector de 23 componentes.
Ademas, por el Primer Postulado de la Fisica Cuéntica, el vector de estado del sistema
debe tener modulo 1. Esto da lugar a definir un 3-qubit de la siguiente manera:
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Definicion 2.7: 3-qubit
Un 3- qubit es un vector g € C® de médulo 1. Es decir,

_ T
q= ( ag ,dy, dp, a3, dyg, as, ag; a7)

-
Donde a; e C Vi=1,.,7 y verifican que Z| aj |2 =1
i=0

Teniendo en cuenta que

{1000>, |001>,]010>,|011>,]100>,]101>, | 110>, |111>}

Es una base para el espacio de los 3- qubits, la Definicion 2.7 se reescribe de la
siguiente manera:

Definicion 2.8:
Un 3- qubit es un vector g de la forma
g=ap|000>+4a |001>+4a,|010>+a3|011>+a,|100>+

+ag|101>+ag|110>+ay|111>
Donde

7

ajeC Vi=1..7 vy Z| aj |2 =1
i=0

En este caso, el conjunto

{]1000>, |001>,]010>,|011>,|100>,[101>, |110>, 111>}

Constituye una base para el espacio de los 3- qubits

De este modo, un 3-qubit es un vector que describe el estado de un sistema formado por
tres qubits. La medida de un 3-qubit se define de manera similar a las Definiciones 2.3
y 2.6.

A continuacion se definiran los n- qubits, los cuales permitiran describir el estado de un
sistema formado por n qubits.
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Sistemas formados por n qubits

El estado de un sistema formado por n qubits se describe mediante un n-qubit. Su
definicidn es la siguiente:

Definicion 2.9: n-qubit
n
Dado un numero natural n, un n- qubit es un vector q € C? de médulo 1. Es decir,
T
U= (ao 8 az”—l)
2" 1

Donde a; eC Vi=0,..,2" -1 y verifican que Z | 3 |2 =1
i=0

En este caso, una base del espacio de los n- qubits es

{Xn1 Xpn_2 . Xy Xg > con x; =061, i=0,1,.,n-1}
Donde
| Xp 1 Xp2 X1 X0 > = [Xp 1> ® [Xp 2> ® ..® X > ® [Xg >

Si se quisiera representar un n-qubit como combinacion lineal de los elementos de esta
base (de una manera similar a la planteada en las Definiciones 2.5 y 2.8) entonces su
expresion, con esta notacién, se tornaria complicada.

Por esta razon se adoptard la siguiente convencién, muy utilizada en Computacién
Cuéntica:

Notacién 2.3:

Sixj=0061con i=0,1,..,n-1 entonces

| Xn_1 Xp_2 . X1 Xg > = | X>

Donde x es la representacion en base 10 del nimero binario X,_3 Xp_2 -... X1 Xg-

Es decir,

x=20xg +2t g + .. +2" 2 %, , +2" x4

El siguiente ejemplo ilustrara como aplicar esta notacion.

Ejemplo 2.2

Dado el 2-qubitq=ay |[00>+a; |01>+a, |10>+ a3 |11>,expresarlosegun
la Notacion 2.3
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Solucion

El siguiente cuadro ilustra como representar cada elemento de la base del espacio de los
2-qubits:

NuUmero binario Representacion en base 10
00 0(2°)+0 (2t )=0
01 1(2°)+0 (21 )=1
10 0(2°)+1 (2t )=2
11 1(2°)+1 (21 )=3
Por lo tanto

|00>=|0>

[01>=|1>

|10>=1[2>

|11>=|3>

En consecuencia, el 2-qubit q se escribe

3

9= ali> =

i=0

Con esta nueva notacion para los elementos de la base del espacio de los n-qubits, se
puede extender las Definiciones 2.5 y 2.8 del siguiente modo:

Definicion 2.10:

Un n- qubit es un vector g de la forma

20

a= > ali>
i=0
Donde
2"-1
8 eC ¥i=0..,2"-1y > |a[* =1
i=0

En este caso, el conjunto
“o>,|1>42>,m”|211>

Constituye una base para el espacio de los n- qubits




En el capitulo introductorio se hizo una somera explicacion fisica acerca del
entrelazamiento cuantico, un fendmeno fascinante que no deja de sorprender a la
ciencia. En la siguiente seccion se vera, mediante un ejemplo, como se justifica
matematicamente este hecho.

2.3 El entrelazamiento cuantico visto desde el punto de vista matematico

Como se menciono en el capitulo introductorio, las particulas subatémicas cuentan con
una propiedad llamada entrelazamiento o enredo cuantico (entanglement en inglés).
Este fendmeno funciona del siguiente modo:

Cuando dos 0 mas particulas subatomicas interactuan, éstas pueden acabar entrelazadas.
Esto significa que su posicién u otras propiedades quedan estrechamente vinculadas
mediante un proceso desconocido, hasta el dia de hoy, por la ciencia moderna.

Gracias a esta particularidad, lo que le ocurre a una particula puede afectar a la otra,
aunque disten entre si millones de afios luz y no haya nada de por medio entre ellas.
Segun Einstein, “Este es un fenémeno espeluznante a distancia....”

Como el estado de las particulas cuénticas se describe mediante los qubits, el
entrelazamiento cuantico hace que cualquier cambio en el estado de un qubit, provoque
un cambio instantaneo en el otro qubit entrelazado. Pero ¢;codmo se describe
matematicamente este fendmeno? Para responder a esta pregunta, se dara primeramente
su correspondiente definicion.

Definicion 2.11: Qubits entrelazados

Dado un sistema cuantico formado por n qubits qz, g2, ..., qn, Se dice que éstos estan
entrelazados si el n-qubit g ,que describe el estado del sistema, no puede ser expresado
como producto tensorial de los qubits que componen dicho sistema.

Mas especificamente, qi, g2, ..., qn €stan entrelazados si

q#q ® gy ® .. ®qy

Por el contrario, si
q=0 ® g, ® ... ®q,

Se dira que los qubits gy, q5, ..., g, NO estan entrelazados.

Ejemplo 2.3

Probar que del 2-qubit g = =3 |01>+ =3 | 10> se deduce que los dos qubits qry

J2 V2
g2 que componen el sistema estan entrelazados.
Solucién

Supongamos por el absurdo que g1 y g2 no estan entrelazados, es decir,
q=0; ®Qqp




Donde
qu=al0>+b|1>
g2=c|0>+d|1>

Por lo tanto
4=0¢ ®qy =
i|01>+i2|1o>:ac|oo>+ad|01>+bc|1o>+bd|11>

Np 7z

De aqui resulta el sistema de ecuaciones

() o
S-S

ac

ad

O
o
I

(@
o
1

De la primera ecuacion se tienequea=0 6 c =0.

. . . 1
Sia =0, al reemplazar en la segunda ecuacion se obtiene 0 = —.

N

- . . 1
Similarmente, si ¢ = 0, al reemplazar en la tercera ecuacion resulta 0 = E :

En ambos casos se llega a un absurdo, que provino de suponer que los qubits no estaban
entrelazados. m

Ejemplo 2.4

Probar que el 2-qubit g = % (]00>-|01>+ |10>-]11>)indica que los dos
qubits g1 y g2 que componen el sistema no estan entrelazados.

Solucién

Se tratara de hallar q: y g2 de modo tal que

q=0 ®0Qp
Donde
qgu=al0>+b|1>
Jg2=c|0>+d|1>
Por lo tanto

9=0 ® gy =
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%(| 00 >-| 01 >+ |10 >~-|11>) =ac|00>+ad|01>+bc|10>+bd]|1l>

De aqui resulta el sistema de ecuaciones

1
ac= —
2
1
ad=—
J2
bC:i
2
bd:-1
2
. ., 1 1
QuetlenelasoIUC|ona:b:c:—2,d:-—2.
Por lo tanto, si
1 1
— |0>+ —|1>
a1 2| \/§|
q2—i|0>_i|1>

Entonces se verifica que
q=0; ®Qq; =

Se sabe que, al medir el estado de un qubit del sistema, Gnicamente es posible obtener
dos resultados: estado 0 o bien estado 1. Ademas, antes de efectuar la medicidn, sélo se
puede predecir en términos de probabilidades en qué estado se hallara dicho qubit.

Por esta razén, para continuar desarrollando este tema, se utilizara como recurso el
calculo de probabilidades:

Sea Xi la variable aleatoria que resulta de medir el estado del i-ésimo qubit de un
sistema compuesto por n qubits. Entonces

Xi={0,1} i=1,2,...,n

Por otro lado, se define

P ( Xi=X) : La probabilidad de encontrar el i-esimo qubit del sistema en estado x
(conx=0 6x=1)

Por razones didacticas, se supondra que el sistema cuantico esta formado por dos qubits.

La siguientes Proposiciones seran utilizadas para probar el efecto del entrelazamiento
cuantico.
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Proposicion 2.2
Sea un sistema compuesto por dos qubits, y cuyo estado se describe mediante el 2-qubit

g=4ap|00>+4a; |01>+a,|10>+a3|11>
Entonces

1) P(X1=0)=|ag [*+[a [
2) P(u=1)=]ay [+]ag [
3) P(Xe=0)=|ag [+ ]ap [
4) P(Xo=1)=|a; [+ ]ag [

Demostracion

1) Al aplicar las propiedades del célculo de probabilidades resulta
P(X1=0)=P(X1=0A (X2=0v X2=1))=
=P((X1=0A X2=0) v (X1=0A X2=1))=

= P(X1=0A X2=0)+P(X1=0 A X2=1)

De acuerdo a la Definicién 2.6 se obtiene

P(Xi=0 A X2=0)=|ag ", P(Xi=0 A Xe=1)=|a [

Por lo tanto,
2 2
P(X1=0)=ag [*+]a|
Los incisos 2) , 3) y 4) se demuestran de manera similar. m

Proposicion 2.3
Sea un sistema compuesto por dos qubits, y cuyo estado se describe mediante el 2-qubit

g=ap|00>+4a |01>+a,|10>+a3|11>
Entonces

Si una vez realizada la medicion solo del primer qubit del sistema, se obtiene que éste
esta en estado 0, el 2-qubit evoluciona al siguiente estado:

_ay |00>+a; |01>

2 2
\/|aol +|ay |

Y si se obtiene que éste esta en estado 1, el 2-qubit evoluciona a un nuevo estado dado
por

_a, |10>+a3 |11>

2 2
J 12y P +|ag

Expresiones similares se obtienen para los resultados de la medida del segundo qubit
del sistema.
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Demostracion

Resulta de aplicar el Tercer Postulado de la Mecanica Cuantica. La demostracion no
sera desarrollada ya que los detalles de la misma van mas alld del objetivo de este
trabajo. m

La proposicion anterior se puede extender a un sistema formado por tres qubits, como
sigue:
Los incisos 2) , 3) y 4) se demuestran de manera similar. m

Proposicion 2.4
Sea un sistema compuesto por tres qubits, y cuyo estado se describe mediante el 3-qubit

g=ap |000>+a; 001>+ a, |010>+ a3 |011>+ a4 | 100 >+ a5 | 101 > +
dg |110>+ ay |111>
Entonces

Si una vez realizada la medicion de los dos primeros qubits del sistema, se obtiene que
ambos estan en estado 0, el 3-qubit evoluciona al siguiente estado:

q= ag |000>+4a; |001>

2 2
\/|a0| +]ay |

Expresiones similares se obtienen para las restantes mediciones.

Los siguientes ejemplos muestran como, en caso de haber entrelazamiento, al medir el
estado de un qubit queda determinado automaticamente el estado del otro qubit del
sistema.

Ejemplo 2.5

Sea el sistema no entrelazado presentado en el Ejemplo 2.4, determinado por el 2-qubit
q:%(|00>-|01>+|10>-|11>)
Si al medir el primer qubit del sistema se observa que éste estd en estado O, de la
Proposicion 2.3 resulta que el 2-qubit evoluciona al estado
o= L N
V2 J2

En este caso, de acuerdo a la Proposicion 2.2, las probabilidades de medida sobre el
segundo qubit son

100> — 101>

P(X2=0)=P(X2=1)=%
Por otro lado, si al medir el primer qubit resulta que éste se encuentra en estado 1, de la

Proposicion 2.3 resulta que el 2-qubit evoluciona al estado
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L j10s>- L 11
2 2

q=—7=
2 2
Nuevamente, al aplicar la Proposicién 2.2 se obtiene que las probabilidades de medida
sobre el segundo qubit son

P(X2:0):P(X2:1):%

En ambos casos se puede observar que la medida del primer qubit no afecta la medida
del segundo qubit del sistema. m

Ejemplo 2.6

Sea el sistema entrelazado presentado en el Ejemplo 2.3, determinado por el 2-qubit

:i |01>+i2|10>

R 2

Si al medir el primer qubit del sistema se observa que éste esta en estado 0, de la
Proposicion 2.3 resulta que el 2-qubit evoluciona al estado

q= 01>

En este caso, de acuerdo a la Proposicion 2.2, las probabilidades de medida sobre el
segundo qubit son
P(X2=0)=0y P(X2=1)=1

Esto significa que si al observar el primer electron del sistema, éste se encuentra spin
arriba (estado 0) entonces hay un 100 % de probabilidad de que el segundo electrén del
sistema se halle spin abajo (estado 1).

Por otro lado, si al medir el primer qubit resulta que éste se encuentra en estado 1, de la
Proposicion 2.3 resulta que el 2-qubit evoluciona al estado

q=110>

Nuevamente, al aplicar la Proposicién 2.2 se obtiene que las probabilidades de medida
sobre el segundo qubit son

P(X2=0)=1vy P(X2=1)=0

Lo cual significa que si al observar el primer electron del sistema, éste se encuentra spin
abajo (estado 1) entonces hay un 100 % de probabilidad de que el segundo electron del
sistema esté spin arriba (estado 0).

En ambos casos se puede observar que la medida del primer qubit si afecta la medida
del segundo qubit del sistema. m

Ejemplo 2.7

Si se considera el sistema definido por el 2-qubit

1
|00>+ —=[11>
V2

0= -
J2
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Si al medir el primer qubit del sistema se observa que éste esta en estado 0, de la
Proposicion 2.3 resulta que el 2-qubit evoluciona al estado

q= 00>
En este caso, de acuerdo a la Proposicion 2.2, las probabilidades de medida sobre el

segundo qubit son
P(X2=0)=1y P(X2=1)=0

Esto significa que si al observar el primer electron del sistema, éste se encuentra spin
arriba (estado 0) entonces hay un 100 % de probabilidad de que el segundo electron del
sistema se halle también spin arriba (estado 0). m

Como se puede comprobar, cuando dos particulas subatdmicas estan entrelazadas, el
estado de una de ellas afecta sobre el estado de la otra, aunque se encuentren
arbitrariamente alejadas entre si y sin ningn medio fisico que las una.

El estado de entrelazamiento entre dos 0 méas qubits puede utilizarse para realizar la

teleportacion cuantica, tema que se vera en el capitulo siguiente.
Se finalizard este capitulo mencionando las diferencias basicas entre un bit y un qubit.

2.4 Diferencias entre bits y qubits

El siguiente cuadro resume las principales diferencias entre un bit y un qubit.

Bit

Qubit

Es la unidad minima de informacion
en una computadora clésica.

Es la unidad minima de informacién en una
computadora cuéntica.

Sélo puede almacenar un valor: 0 6
1.

Este hecho permite realizar computos
de a un valor por vez.

Puede almacenar los valores 0 y 1 al mismo
tiempo (Principio de Superposicion).

Este hecho permite realizar computos sobre
ambos valores a la vez.

Una computadora clasica que opere
con n bits, puede almacenar y
procesar n bits al mismo tiempo.

Una computadora cuantica que opere con n
qubits, puede almacenar y procesar al mismo
tiempo 2" bits (pues un qubit puede estar en
estado 0 y 1 al mismo tiempo).

Se puede medir el valor almacenado
en un bit, sin que se altere luego su
valor.

En el momento en que el qubit es medido,
éste colapsa en valor 0 o bien en valor 1.

Para transmitir el valor almacenado
en un bit, es necesario que haya una
conexion fisica entre el bit emisor y
el bit receptor.

Debido a la Propiedad de Entrelazamiento,
para transmitir el valor almacenado en un
qubit, no es necesario gque exista una conexion
fisica entre el qubit emisor y el receptor.
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Capitulo 3

Compuertas y circuitos cuanticos
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Capitulo 3: Compuertas y circuitos cuanticos

En Mecénica Cuantica, una compuerta cuantica es un proceso fisico capaz de
transformar o de hacer evolucionar un sistema cuantico. En particular, en Computacién
Cuéntica, una compuerta es un dispositivo electro-magnético con n qubits de entrada y
n qubits de salida, que permite modificar el estado de los qubits que ingresan. Es
equivalente a la compuerta légica de los ordenadores convencionales.

9, —q,
q, Compuerta —
—— | cudntica |_____ "2

q - -
n qﬂ

Figura 3.1: Representacion grafica de una compuerta cuantica. ai es el estado en que queda el qubit q;
al atravesar la compuerta, parai =1, 2,...,n.

Para modelar mateméaticamente una compuerta cuéntica, se acudira al Segundo
Postulado de la Mecanica Cuantica:

Segundo Postulado de la Mecénica Cuantica:

La evolucion de un sistema cuéntico cerrado (totalmente aislado, sin intercambio de
energia con su medio ambiente) se describe mediante una transformacion unitaria. Es
decir que, si q: es el estado del sistema en el instante t1 y g2 es el estado en el instante
t2, entonces existe un operador unitario U de modo tal que g2 = U (.

Debido a que una compuerta cuantica de n qubits es capaz de modificar o hacer
evolucionar el estado de los qubits del sistema, el Segundo Postulado sugiere asociar, a
cada compuerta cuantica, una transformacion unitaria definida en el espacio de los
n-qubits, ya que éstos describen el estado del sistema. Por otro lado, como los n-qubits

se identifican con vectores en C? | la transformacién unitaria quedara definida en

n . : - :
C? . Lo anteriormente expuesto se puede resumir en el siguiente Corolario:

Corolario 3.1: Representacion matricial de una compuerta cuantica

Toda compuerta cuantica de n qubits se representa mediante una matriz unitaria U de
n n
orden 2", es decir, una matrizU € C? x C? que verifica
Uu'=U'U =1

Donde U" es la traspuesta conjugada de U e | es la matriz Identidad. La matriz
unitaria U opera sobre un n-qubit.
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A lo largo de este capitulo se verd como se define la matriz unitaria asociada a una
compuerta cuantica y reciprocamente, como una matriz unitaria genera una compuerta
cuantica.

La siguiente Proposicion prueba que una matriz unitaria preserva el mddulo de un
vector y, en consecuencia, transforma un n-qubit en otro n-qubit.

Proposicion 3.1
Sea ve C™ y U una matriz unitaria m x m. Entoncessi || v||=1 = |[|[UV]| =1

Demostracion

Siv=(Vy, V2 ..,vm)T Yy W= (W1, W2, ..., wm)T entonces <v,w>=v" w.

Por lo tanto

[UV|E=<Uv,Uv>=(Uv)TUv=vIUTUv=vTUT Uv=vTUT UV =

ViUt Uv=vTlv=viiv=viv=<v,v>=|v|p
En consecuencia, || U v || = || v |]>. De aqui resulta

_ 2_ 2 _ _
Ivil=1=lvl®=1 =[Uv[®=1 =[Uv]=1m

Para cualquier computo cuantico se necesita disefiar un circuito cuantico, el cual se
define de la siguiente manera:

Definicion 3.2: Circuito cuantico
Un circuito cuantico es un dispositivo que consta de los siguientes elementos:

1) Uno o mas qubits de entrada. Estos solo pueden estar inicializados en | 0 > o0 en
| 1 > ya que el electron, al interactuar con el medio ambiente, puede permanecer
Unicamente en dos estados: spin arriba o spin abajo.

2) Una 0 mas compuertas cuanticas. Estas permiten modificar el estado de uno o méas
qubits que componen el sistema.

3) Uno o mas qubits de salida. Ellos son el resultado de los computos realizados por
las compuertas cuanticas. La medicion final se efectla sobre algunos de los qubits de
salida.

El proceso de medicidn convierte el estado de un qubitq= o |0>+ |1 > en un “bit

clasico”, que sera 0 con una probabilidad | o |2 0 bien 1 con una probabilidad | B |2.
Gréaficamente, el procedimiento de medicion de un qubit se lo simboliza asi:

a— A =

Figura 3.2: Representacion gréafica del proceso de medicion de un qubit g. Las lineas dobles se utilizan
para simbolizar los bits clasicos: 0y 1.
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El siguiente grafico muestra un ejemplo de circuito cuantico formado por tres qubits de
entrada y tres de salida:

||:|} - '[_'.'_) /—f\:

10> L
||:|:} -[:3 /—-F\:

Figura 3.3: Un ejemplo de circuito cuantico.

Las compuertas cuénticas mas utilizadas son las de un qubit y dos qubits. Ello se debe a
que cualquier circuito cuéntico puede disefiarse empleando solamente este tipo de
compuertas. Por esta razén, en la siguiente seccidn, se las describira detalladamente.

3.1 Compuertas cuanticas de un qubit

Desde el punto de vista fisico, las compuertas cuanticas que operan sobre un qubit son
dispositivos que modifican el spin del electrén. Esto se logra generando campos
magnéticos a lo largo de diferentes direcciones, los cuales permiten cambiar la
orientacion del spin del electron. Pero desde el punto de vista matematico, segun el
Corolario 3.1, las compuertas cuénticas que operan sobre un qubit se representan
mediante matrices unitarias de orden 2. La siguiente Proposicién muestra como es la
representacion general de este tipo de matrices:

Proposicion 3.2

Si U es una matriz unitaria 2 x 2 entonces

_ | cos(a) el 01 sen (o) el 02
sen (o) el 03 —cos(a) gl 01+ 02+03)
Donde
0< a < g , 0<0,,0,,03<2n

Demostracion
a by _. . .

Sea U = dl Si se expresan los coeficientes de U en forma exponencial resulta
c

a=ppe L
b=pj ¢' %2
[1]

c=p3 €' %
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Con P11, P2, Py P4 2 0 A 0OZ 91,92,93,94 <2mn

Por otro lado, como U U* = | se obtiene

o aa+bb=1
a b a C 1 0 _ _
A _|= = <{cc+dd=1 >
c d b d 0 1 _ _
ac+bhd=0
pf+ps =1 [2]
2 4 2—1 3
pP3 *pg = [3]
prpge 1%y, el 02704) = [4]

Al expresar el par ordenado ( p1, p2 ) en coordenadas polares, se tiene

{ pp =rcos(a)

pp =rsen(a)

a

Donde 0< a < >

s

pl

Figura 3.4: Representacion de ( p1, p2 ) en coordenadas polares

De la ecuacion [2] se obtiene que r = 1y, en consecuencia,

{ pp = cos(a)

5
py =sen(a) ol

De manera similar, al expresar ( ps, ps ) en coordenadas polares, y haciendo uso de la
ecuacion [ 3], se tiene

{ p3 =cos(P) 6

ps =sen(B)

Con0< B < . Al sustituir las expresiones [5] y [6] en [4] resulta

N3

cos(a) cos(B) e ™ 93)+ sen(a) sen(p) e ¥2794) = =
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cos(ar) cos(B) e' @17 83)= - sen(ar) sen(p) e ©2704)
cos() cos(p) e' 1~ 93) ‘ = ‘ - sen(a) sen(p) e 2794) |

cos(a) cos(B) =sen(a) sen(B) = tg(B) = cotg(ar)

Al aplicar esta Ultima ecuacion y, teniendo en cuenta las siguientes identidades
trigonométricas:

sen(p) = B . cos(B) = _r

1+tg%(B) 1+t9%(B)

Se tiene que

{ sen(B) = cos(ot)

cos(B)=sen(o)

Luego, al reemplazar [7] en [6] se obtiene

{ p3 =sen(a)

[8]
pg = cos(a)

Sustituyendo [8] en [4] resulta
cos(ar) sen(a) e 17 93)+ sen(ar) cos(a) e ¥27%) =0 =
cos(c) sen(or) (ei (61-03) ;. ol (B2~ 94)) -0

., Ly T
Como esta ecuacion debe ser valida V a,con0< a < > entonces

(ei O1-03) 4 ¢ (92—94)) =0 = o (02-02) _ _oi(61-63) _

el 04 = gl CO+02+03) g
Reemplazando [5] , [8] y [9] en [1] se obtiene
a =cos(a) ' %
b =sen(a) e' 92
c=sen(a) e' 3

d=— cos(c) e (7 O+ 02+ 03)

En consecuencia,
_ cos(a) el &1 sen (o) el 02

) sen (o) el 03 —cos(a) ol (-61+62+63)
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Teoricamente, cualquier matriz unitaria de orden 2 define una compuerta cuantica de un
qubit. Sin embargo, las mas utilizadas se presentaran a continuacion.

Principales compuertas cuanticas de un qubit

En esta seccion se definirdn las principales compuertas cuénticas de un qubit en
términos de sus matrices unitarias asociadas.

Las matrices de Pauli

Las matrices de Pauli son tres: X, Y , Z donde

SRS

Para analizar el efecto que tienen las compuertas asociadas a estas matrices sobre un
qubit, basta hacerlo sobre los qubits |0 > y | 1>, ya que éstos constituyen una base
para el sistema formado por un qubit. En particular, el resultado que produce la

compuerta X es:
0 1)\(1 0
X|0> = = =|1>
1 0)\0 1

oo (2 33

De este modo, esta compuerta cambia el estado 0 al estado 1 y el estado 1 al estado O .
Por esta razon a la matriz de Pauli X se la suele llamar “la compuerta NOT”
Fisicamente significa que, si el electron estaba “spin arriba”, al atravesar la compuerta
X pasa a estar “spin abajo” y viceversa.

|0 = |1= 1= |0 =
- x . _— X I

Figura 3.5: Efecto de la matriz X sobre los qubits de la base.

Por otro lado, el efecto de la matriz Z sobre los qubits de la base es el siguiente:

ey (g
el ()

Es decir que, al estado 0 lo deja inalterado y al estado 1 le cambia el signo.
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||]3} ||]3:=- |1:}
-11=

Figura 3.6: Efecto de la matriz Z sobre los qubits de la base.

La compuerta de Hadamard

Esta compuerta es sumamente relevante y lleva este nombre en honor al matematico
francés Jacques Hadamard (1865-1963). Su matriz asociada es la siguiente:

11
2 2
1 1
2 2
A continuacion se muestra cdmo actua esta matriz sobre los qubits de la base:
11 1
1
Hlo>:\/E \/E :\/E—— +i|1>
1o Te
2 2 J2
EI 1
0
H | 1 S = \/E \/5 - \/E — i i | 1 >
1|1 1 J’ J’

2 2 2

Como se puede comprobar, la compuerta de Hadamard transforma los qubits |0 > y
| 1 > en estados de superposicién, permitiendo estar en estado 0 y 1 al mismo tiempo.
Por otro lado, los qubits transformados H| 0> y H |1 > tienen la misma probabilidad
de que colapsen a estado 0 0 a estado 1 en el instante en que entren en contacto con el
medio ambiente (es decir, en el momento en que sean observados o sean sometidos a

2
una medicion). El valor de dicha probabilidad es (LJ = 1
J2 2
1/ D=+|1= —
0= . 2 (] |1>) 1> H 12 ([0>—|1>)

Figura 3.7: Efecto de la compuerta H sobre los qubits de la base.

Fisicamente la superposicion se logra creando una “trampa de iones”. Sin embargo, es
muy dificil mantenerla en el tiempo, ya que el electron debe estar completamente
aislado, porgue si interactia con el medio ambiente, el estado de superposicion se
destruye. Esta es una de las causas principales por la cual se torna muy dificultosa la
construccién de computadoras cuanticas.
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La compuerta R o de desplazamiento de fase

Dado un angulo 6 expresado en radianes, la compuerta de deslazamiento de fase Re
tiene la siguiente forma matricial:
1 0
Ro = 0 el®

El efecto de esta compuerta sobre los qubits de la base es el siguiente:

(o 1))
Ro|1> ((1) eoﬁ}@(:@} e'¥ 1>

Es decir que al qubit | 0 > lo deja intactoya |1 > lo transforma en el [1>.
La compuerta Re, junto con la de Hadamard, seran utilizadas para disefiar el circuito
cuantico para la Transformada Cuantica de Fourier.

Las matrices de Pauli cobran importancia debido a que cualquier matriz unitaria de
orden 2 puede escribirse, junto con la matriz Identidad, como combinacion lineal de
estas matrices. Es decir, cualquier compuerta para un qubit puede generarse a partir de
la matriz ldentidad y de las matrices de Pauli, como se demostrard en la siguiente
Proposicion:

Proposicion 3.3
Si U es una matriz unitaria 2 x 2 entonces U se escribe como combinacion lineal de las

matrices de Pauli y de la matriz Identidad.

Demostracion

Sea U una matriz unitaria 2x2. Por la Proposicién 3.2 se sabe que

cos(a) el O sen (o) el 02 J

sen () el 03 —cos(a) el (-01+02+63)

Se tratara de hallar a, b, ¢, y d de modo tal que

U=al+bX+cY+dZ
Es decir,

cos(a) e' % sen(o) e %2 (1 0] (O 1} (O - ij (
- . =a +b +c| . +d
sen (o) e' 03 —cos(a) gl (-61+02+63) 0 1 10 i 0

0

-1
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Luego,

cos(a) €'

sen(o) e

i 6

i 63

sen (o) el 02

—cos(a) gl (- 61+ 62+63)

)

a+d
b+ic

b-ic
a—d

Al igualar los coeficientes de ambas matrices resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

a+d=cos(a) e %
b—ic=sen(a) e %2
b+ic=sen(a)e' %

ei (-91+ 62+63)

a—d=-cos(a)

Cuya solucion es:

azm (ei 01 _ gl (-01+ 92+93))
2

oS0 (it g00)
2

Czse”(_‘l) (_eu 02 , g 93)
21

do COSZ(OL) (ei 01, of (-OL+ 92+63))

Pero cualquier matriz unitaria de orden 2 también puede escribirse como producto de
matrices de rotacion, segun se afirma en la siguiente Proposicion:

Proposicion 3.4
Si U es una matriz unitaria 2 x 2 entonces

i[92+93j i[el-egj
e 2 e 2

0

i (92+ 93)
e 2

0

cos(a)
i [ﬂ] (sen(a)

sen (o)

S
)|

U=

2

o

Demostracion

Es consecuencia de la Proposicion 3.2 y de desarrollar el producto matricial. m
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La Esfera de Bloch y las compuertas cuanticas de un qubit

La Esfera de Bloch resulta sumamente util para visualizar el efecto que producen las
compuertas cuanticas sobre un qubit. La siguiente simulacion, hecha con el software
Wolfram Mathematica 9.0, muestra como un qubit q es transformado por una matriz
unitaria U. El codigo fuente se muestra a continuacion:

Inter‘pretation[{a=1,,G=[J,a=1/‘\l'2 ,b=1/‘\|‘2 5 c'.=1/‘\|'2, d=—1/‘\|'2]»,
/ / / /

Panel[Grid[{{Style[“lngrese el wvalor del gubit g= (g} cona, B C ¥ (- Faes ,G.:= i", Bold] 5 SpanE‘romLeft},

/
{"g=", MatrixForm[ {InputField [Dynamic[a] , FieldSize + 4], InputField [Dynamic[f], FieldSize + 4]1}1},
{Style["Ingrese los coeficientes de la compumerta T (0 ez mna matriz nnitaria)", Bold], SpanFromleft},

{"0=", MatrixForm[{{InputField [Dynamic[a] , FieldSize + 4] , InputField [Dynamic[b] , FieldSize + 4]},
{InputField [Dynamic[c], FieldSize + 4], InputField [Dynamic[d], FieldSize +4] } } 1} }] ] 5

H={{a, b}, {c, d}};
tital = Arg[a]:
titaZ = Arg[£]:

rol = Ab=[a]

Tro2 = Abs[5];

- ro2 R
£i =If[r01#0, QArcTan[E] , 2Pi f2]:

tita = tita2 - tital;
a={Sin[fi] Cos[tita], Sin[ £fi] Sin[tita], Cos[fi] }:
Punto = Graphic=3D[{Yellow, Specnlarity[White, 5], Sphere[qg, 0.06] }1:

at = Extract[H.{a, 8}, {1}1:
Bt = Extract[H.{a, 8}, {2}]:
titall = Arg[at];

tita22 = Arg[Bt]:

roll = Abs[at] ;

Tro22 = Abs[St];

fit=If[r011#U, 2Arc'.TEm[ } , 2Pi /2];

ro22
roll
titat = tita22 - titall;

Ug = { Sin[£fit] Cos[titat], Sin[ fit] Sin[titat], Cos[fit] };

Esfera = ParametricPlot3D[{ Sin[¢] Cos[&], Sin[ ¢] Sin[&], Cos[¢#] }, {¢, O, Pi}, {5, 0, 2Pi} , Boxed » False, Axes » True, AxesOrigin- {0, 0, 0}
PlotRange + {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}}, ImageSize + {500, 450}, Background + Black] :
Ejez = Graphics3D[{White, Arrowheads[0.18], Arrow[Tube[{{0, O, -2.5}, {0, O, 2.5}}111}1:

Manipulatel
Curva = ParametricPlot3D[If[ = <=1, {Sin[fi] Cos[tita+ (titat - tita) =], Sin[ fi] Sin[tita+ (titat - tita) =], Cos[fi] },
{8in[fi + (fit-fi) (s-1)] Cos[titat], Sin[ fi+ (fit-fi) (s-1)] Sin[titat], Cos[fi + (fit-fi) (=s-1)]11}1, {s, O, t},
PlotStyle —» {Black, Thickness[0.005]}]:
Pt=If[t<=1, {Sin[fi] Cos[tita+ (titat- tita) t], Sin[ fi] Sin[tita+ (titat- tita) t], Cos[fi] } .,
{8in[fi+ (Fit-fi) (t-1)] Cos[titat], Sin[ fi+ (fit- fi) (t-1)] Sin[titat], Cos[fi + (fit-fi) (t-1)] }1:
Puntot = Graphics3D[ {Blue, Specularity[White, 5], Sphere[Pt, 0.06] }]:
0.35Pt
Ejev = GraphicsED[{Red, Arrowheads[0D.04] , Arrow['l‘ube[{?t, Pt + 7}, [].[12” H : Show [Esfera, Curva, Puntot, Punto, Ejez, Ejev],
Norm [Pt]
Panel[" LA ESFERA DE BLOCH "1,
Panel ["Representacion del gubit g en la esfera de Bloch:"], {g}, Panel["Representacion del gubit U.q en la esfera de Bloch:"],

{Uq}, {{t, 0.00001, "Transformacion del ¢ubit g al aplicar la compuerta U"}, 0.00001, 2, ControlType »+ Trigger }, SaveDefinitions -> Tme]

Figura 3.8: Cadigo fuente de la esfera de Bloch para visualizar el efecto de una compuerta cuantica.

Para ejecutar la simulacion se deberad ingresar las componentes del qubit g y los
coeficientes de la matriz unitaria U:
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Ingrese el valor del qubit g= I:L::} cona feCy lal+|pl=1
B
To ‘
1 J
Ingrese los coeficientes de la compuerta U (U es una matriz unitaria)

=5

q:

Figura 3.9: Datos a ingresar para ejecutar la simulacion:
las componentes del qubit q y los coeficientes de la matriz U.

El siguiente grafico muestra la simulacion resultante:

LA ESFERA DE BLOCH

Representacion del qubit Ug en la esfera

Ug |{o01}

Transformacion del qubit g al aphicar la comgpuarta U [E”EJ@}

Figura 3.10: Simulacion del efecto de una compuerta cuantica.

Al ejecutar la simulacién se puede visualizar claramente como va cambiando la posicién
del eje de rotacion del electron, por la accion de una determinada compuerta. Por
ejemplo, la compuerta de Hadamard actla sobre un qubit produciendo una rotacién de

90° sobre el eje y, seguida de una rotacion de 180° sobre el eje x.

Por otro lado, si un qubit atraviesa la compuerta Re, sobre la esfera de Bloch se vera que

el qubit se desplazaré 0 radianes a lo largo de su propia latitud.
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3.2 Compuertas cuanticas de dos qubits

Nuevamente, segun el Corolario 3.1, las compuertas cuénticas que operan sobre un
sistema de dos qubits se representan mediante matrices unitarias 4 x 4, las cuales operan
sobre un 2-qubit. Como se sabe, una base ortonormal para el espacio de los 2-qubits es

{100>,]01>,(10>,[11>}

Donde

1 1
|00>=|0>® |0>= ®

0 0

1 0
|01>:|o>®|1>:( ] ® (j

0 1

0 1
| 10>=|1>® |0>= ®

1 0

0 0
|11>=]|1>® |1>= ®

1 1

Q

Q
o o o b+

o o +F o

Q

ok O o

Q

o O O

1

Luego, para definir la matriz unitaria U asociada a una compuerta cuantica, bastara con
definir la transformacion U sobre cada 2-qubit de la base, expresandola como
combinacion lineal de los elementos de dicha base. Es decir, se especificara:

UO0O0>=a11|00>+a2|01>+a3|10>+aus|11>

UO01l>=a1|00>+a»|01l>+ax|l10>+axu|l11>

U1l0>=a3|00>+ax|01>+ass|10>+as|l11>

Ull>=a1|00>+an|01l>+a|10>+aus|11>

De este modo, la matriz unitaria U sera

a1 412
dp1 A
d31 a3
a1 42

a13
a23
a33
a43

a4
a24
d34
aqq
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A continuacion se describiran las principales compuertas cuanticas aplicables a un
sistema de dos qubits.

Principales compuertas cuanticas de dos qubits

La compuerta Swap

Esta compuerta intercambia dos qubits. Su matriz asociada se la simboliza por Uswap vy
se la define por Uswap | Xy >=|y X > conXx,y € {O ,1}. De este modo, el efecto de

esta compuerta sobre cada 2-qubit de la base es:
Uswap|00>=|00>=1. |00>+0.|01>+0.|10>+0.|11>
Uswap|01>=|10>=0.|00>+0.|01>+1.|10>+0.|11>
Uswap|10>=|01>=0. |[00>+1.|01>+0.|10>+0.|11>
Uswap|11>=|11>=0. |00>+0.|01>+0.|10>+1.|11>
Por lo tanto, la matriz asociada a esta compuerta es

00

Uswap =

o O O -
o - O
o O -
O O O

La representacion grafica de esta compuerta es la siguiente:

|x= |y >

Swap

|v = | x>

Figura 3.11: Representacion gréfica de la compuerta Swap.

La compuerta Xor

Antes de describir esta compuerta, y para comprender porqué lleva este nombre, se
recordard que el operador logico Xor, también llamado “O excluyente”, tiene la
siguiente tabla de valores:

X y X Xor y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Como se puede comprobar, este operador l6gico coincide con la “suma modulo 2”, que
se representara con el simbolo @.
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La compuerta cuantica Xor se la define a través de la transformacién unitaria
Uxor |[xy>=|x,x®y> Por lo tanto

Uxor|00>=|0,006 0>=1|00>
Uxor|01>=|0,0®1>=|01>
Uxor [10>=]1,1®0>=|11>
Uxor|11>=|1,1®1>=|10>

Su expresion matricial es entonces

1000
0100
Uxor =
0 001
0010
Y su representacion grafica es la siguiente:
Xor
P r
| ¥ | xé@y = y> o |x@y >

Figura 3.12: Dos representaciones gréaficas de la compuerta Xor.

La compuerta Xor es de gran importancia ya que cualquier compuerta de n qubits puede
ser construida mediante la compuerta Xor y compuertas de un qubit. La demostracién
de esta afirmacion supera el objetivo de este trabajo. Sin embargo, a modo ilustrativo,
en el siguiente ejemplo se mostrard como la compuerta Swap puede ser implementada
mediante tres compuertas Xor.

Ejemplo 3.1

El siguiente circuito intercambia dos qubits por medio del uso de tres Xor cuanticos:

|x= o |y =

|y > S I ® | x>

Figura 3.13: Circuito cuantico que intercambia dos qubits

Siguiendo el circuito de la Figura 3.11 de izquierda a derecha, se obtiene la
transformacion que intercambia dos qubits:

Resultado del primer Xor:  |X,y> —> |[X, X ® y>
Resultado del segundo Xor: |(X @ y) @ x, XD y> = |y, XxXDy>
Resultado del tercer Xor: ly,y@®(x®y)> =]y, x> =
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La compuerta f

A partir de una funcion booleana f: {0,1} —>{ 0,1} se puede construir una

compuerta cuéntica de dos qubits, llamada la compuerta f, mediante una transformacién
unitaria Us definida del siguiente modo:

Ut x y>=|x, y @ f(x) >

Donde @ representa lasumamodulo2y x,y e{0,1}.
Por lo tanto, la compuerta cuéntica asociada a Uropera del siguiente modo:

x>

|x >

|y >

ly@® fix) =

Figura 3.14: Efecto de la compuerta f.

Ejemplo 3.2

Dadaf: {0,1} —{0,1 }definida por f(0) = 1, f(1) = 0, hallar la matriz asociada a
la transformacion Us.

Solucién

Ur]00>=]0, 0@ f0)>= [0, 0® 1>=]01>
Ur]01>=|0, 1®f0)>= [0, 1®1>=]00>
Ur|10>=|1, 0@ f(1)>= |1, 0® 0>=]10>
U|11>=|1, 1@ fQ)>= |1, 0@ 1>=|11>

Luego, la matriz asociada es

0 0
1 0
Us =
0 1

o O o

1
0
0
0 0O

De lo expuesto anteriormente se puede deducir que las compuertas cuanticas presentan
cierta similitud con las compuertas logicas. En la siguiente seccion se describiran sus
caracteristicas principales.

-

3.3 Caracteristicas de las compuertas cuanticas

Las compuertas cuanticas, materializadas en dispositivos de algin tipo, son las
encargadas de realizar las operaciones, los computos. Tienen fundamentalmente las
siguientes propiedades:

m Reversibilidad.
m El nimero de entradas es igual al nimero de salidas.

m Las operaciones aritméticas que realiza son de orden polinomial.

67



Se veran detalladamente estas propiedades:

m Reversibilidad

Una compuerta es reversible si a partir de los datos de salida se pueden recuperar los
datos de entrada. Para el caso de las compuertas cuanticas, esta propiedad esta
garantizada ya que éstas se implementan mediante operadores unitarios, los cuales
permiten rescatar los datos de entrada:

q Ug U'Uqg =
U - q =q

Figura 3.15: Reversibilidad de una compuerta cuantica. Al multiplicar U q por U™, la traspuesta
conjugada de la matriz U, se puede recuperar g.

El motivo por el cual una compuerta cuantica debe ser reversible se debe a que un
mismo qubit debe ser capaz de efectuar maltiples operaciones. Esto sélo es posible si el
qubit, una vez que realiz6 una determinada operacion al atravesar una compuerta,
recupera su estado anterior para asi llevar a cabo la siguiente operacion.

d Ui Ui Ug =q Uaq
Uy U U —2—

Figura 3.16: Si el qubit g efectué una operacién al atravesar la compuerta U,, ésta debe ser reversible
para poder efectuar la siguiente operacion mediante la compuerta Us.

Cabe preguntarse: ¢(No se podria reproducir un qubit para que éste efectie maultiples
operaciones, sin necesidad de disefiar una compuerta reversible? La respuesta es No, y
ello se debe a que “no se puede clonar un qubit”. Este fenomeno recibe el nombre de
“Teorema de no clonacidn”, el cual sera demostrado matematicamente en la siguiente
seccion.

q Uq
U

q Uq

T 2
e -[_!'_j —_—

Figura 3.17: No es posible “clonar” un qubit q para que efectle dos operaciones al atravesar las
compuertas Uz y Ua.

m El nimero de entradas es igual al nimero de salidas

Si la compuerta cuantica tuviera menos salidas que entradas, se desecharia informacion.
Este hecho se traduce fisicamente en una disipacion de la energia que se transforma en
calor y, por consiguiente, estos sistemas se calentarian. Como los estados cuanticos del
atomo son extremadamente fragiles, la superposicion podria verse afectada ante la mas
minima fluctuacion de la temperatura, lo que provocaria errores de calculo.

Por otro lado, si la compuerta tuviera mas salidas que entradas, la compuerta encargada
de recuperar los datos de entrada tendria menos salidas que entradas. Pero, por lo visto
anteriormente, se producirian errores de calculo.

Por esta razon una compuerta cuantica debe tener el mismo numero de entradas que de
salidas.
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—___ | U A B [

a) b)

Figura 3.18: a) Compuerta con mas entradas que salidas. b) Si la compuerta A tiene mas salidas que
entradas, la compuerta B, encargada de recuperar los datos de entrada, deberia tener mas
entradas que salidas.

m Las operaciones aritméticas que realiza son de orden polinomial.

66,9

Si una compuerta cudntica tiene “x” entradas, el nimero de operaciones aritméticas
(suma, resta, multiplicacion o division) que realiza la compuerta es un polinomio en la
variable “x”. En consecuencia, estas operaciones las lleva a cabo en tiempo polinomial.
En la siguiente Proposicion se demuestra esta afirmacion.

Proposicion 3.5

Sea U la matriz unitaria asociada a una compuerta de n qubits. Si x representa el
numero de entradas de la compuerta, entonces el nimero de operaciones aritméticas
que realiza la compuerta es del orden O(x?).

Demostracion

La matriz unitaria U asociada a la compuerta de n qubits tiene 2" filas y 2" columnas y
opera sobre un n-qubit. Por otro lado, como un n-qubit q se representa mediante un
vector de 2" componentes, la matriz U tendra x = 2" entradas. Sea

{|0>, 11>,]2>, ..., |2”-1>}
Una base para el espacio de los n-qubits. Entonces
21
g= > ali>
i=0

Donde
2" 1
8 eC vi=0,.,2"-1y > |aj[* =

Se calculara el nimero de operaciones llevadas a cabo al calcular Ug.

N1 2N 1
Ug=U Za,||> Za,U||>
i= 0

1) Célculode U |i>,parai=0,1,...,2"-1
Para cada i, | i > es un vector de 2" componentes, de las cuales s6lo una es igual a 1 y las
demas son nulas. Por lo tanto, U | i > da por resultado un vector columna de U, que tiene

2" componentes. Luego, al calcular a; U|i>se realizan 2" multiplicaciones. En

consecuencia, al calcular U | i >, parai = 0, I, ..., 2" -1, se efectian 2". 2"
multiplicaciones.
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2"
2) Célculo de Z vj dondevi=a; U|i>

i=0
Para cada i, v; es un vector de 2" componentes. Luego, al calcular dicha sumatoria se
efectian 2"- 1 sumas de vectores de 2" componentes. Por lo tanto, se realizan (2"-1) 2"
sumas.

De este modo, el total de operaciones aritméticas necesarias para calcular Uq es

202"+ (2"-1)2"=x.Xx+(X—-1)x=2x%x%-X

Por lo tanto, es del orden O(x?). m

3.4 El Teorema de no clonaciéon

Como se menciono en la seccion anterior, no es posible copiar o clonar un qubit. Esta
afirmacion, aparentemente sin demasiada relevancia, tiene importantes consecuencias,
como se vera mas adelante. Primeramente se demostrara el Teorema:

Teorema 3.1: Teorema de no Clonacidn

No existe ninguna compuerta cuantica que permita copiar o clonar un qubit.

Demostracion

Se demostrara esta afirmacion por el absurdo. Es decir, se asumira que si existe una
compuerta cuantica que puede clonar cualquier qubit. Dicha compuerta debe tener al
menos dos qubits de salida: la del qubit a copiar y su propia copia. En consecuencia,
como el numero de entradas es igual al nmero de salidas, tendra al menos dos qubits de
entrada. A fin de simplificar la demostracién, y sin pérdida de generalidad, se supondra
que la compuerta tiene dos qubits de entrada y por lo tanto, dos qubits de salida.

Sean q: y g2 los qubits de entrada, donde gi es el qubit a copiar. Luego, si U es la
transformacion unitaria asociada a dicha compuerta, debe verificar que

U(lqi>® [02>)=] 1 >®] qi >

Es decir,
U(l a1 g>)=]aiqi> [1]
|q1 = U |q1 =
19, = |9, >
Figura 3.19: Compuerta clonando al qubit gs.
Sea

10>, 11>}

Una base para el espacio de los qubits. Entonces
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1
a= D aili>
i=0
Donde

1
0jeC Vi=0,1y Yo =1
i=0

Si el procedimiento de clonado ha de funcionar, el operador U debe ser capaz de
duplicar los vectores de la base, es decir, si i=0, 1 se verifica:

U(l1G>)=U(]i>®|02>)=]i>®|i>=]ii>

Luego, al aplicar la propiedad de linealidad de U resulta

1
U(lgrgz2>)=U(] g1 ® 2>) = U{Zai|i>®q2J:

i= 0
1 1
:Za,U(|i>®q2) _Zoc, i i>
i=0 i=0
Por lo tanto,
1
Ul i Ge>)= D o |ii> [2]

Por otro lado,

1 1 1 1
| aiq>=] o ® q1>:{2ai|i>]® Dooli> =) D aiaylij>
=3 . : .
En consecuencia,
1 1

laa>=) > oiajlij> [3]

i=0 j=0
Reemplazando [ 2]y [ 3] en [1] se obtiene
1 1 1
Do lii>=> > ojoylij>
i=0

i=0 j=0
Teniendo en cuenta que | i j > son linealmente independientes V i,j =0, 1 resulta

o sij=i
I Tl BN
sij=i

De este modo se llega a un absurdo, ya que esta igualdad no siempre es valida para cualquier
qubitq;. =
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Este Teorema fue formulado por primera vez por William Wootters y Wojciech Zurek
en 1982 y sorprendio a toda la comunidad cientifica, especialmente por sus importantes
implicaciones. Algunas de ellas se exponen a continuacion.

Consecuencias del Teorema de no Clonacion

m En Computacion Cuéntica

El Teorema impone fuertes restricciones en esta area, ya que impide realizar copias de
seguridad de los datos y almacenarlos en forma permanente. EI mismo procedimiento
de computacién cuantica queda dificultado, ya que no es posible registrar los estados
intermedios para la deteccion y correccion de errores en el proceso.

m En Criptografia Cuéntica

En contra partida, el teorema es esencial para la criptografia cuantica, ya que asegura
que es imposible que un tercer observador (espia) copie la sefial que las dos partes
amigas se intercambian entre si. Asi, si el emisor del mensaje cifrado asegura que cada
qubit se envia tan sélo una vez (una sola copia del sistema cuantico que transporta el
mensaje), la criptografia cuantica es infalible.

3.5 ¢ Puede una compuerta ldgica transformarse en una compuerta cuantica?

Como se sabe, las compuertas logicas convencionales son NOT, AND, OR y XOR. Su
tabla de valores y representacion grafica se muestran a continuacion:

Compuerta NOT

X

0
1

ol x|
4
d

Compuerta AND

XAY(OXY)
0 X

IR O|O
R |OoOrIoK
==}
‘ld‘
]
]

Compuerta OR
X y Xvy(0x+y) X
0 0 0 v XTy
0 1 1 :
1 0 1
1 1 1




Compuerta XOR (6 excluyente o suma modulo 2)

X y XDy X )
0 0 0 . e
0 1 1 :

1 0 1

1 1 0

Las compuertas AND y NOT son llamadas universales, ya que cualquier circuito logico
puede implementarse utilizando s6lo estas compuertas.

Pero, ¢podran estas compuertas logicas transformarse en cuénticas? Esta pregunta
desveld durante mucho tiempo a los especialistas, pues en caso de que se pudiera, todos
los algoritmos disefiados para una computadora clasica podrian ser aplicados a un
ordenador cuantico. De este modo, cualquier ordenador cuantico podria hacer lo mismo
que uno clasico, pero a mayor velocidad.

Como se detall6 en la seccion anterior, las compuertas cuanticas son reversibles y tienen
mismo numero de entradas que de salidas. Desafortunadamente, la Unica compuerta
convencional que verifica estas condiciones es la compuerta NOT.

X=X

ot
|:=-:|

Figura 3.20: La compuerta NOT, Unica compuerta convencional que es reversible.

Este hecho desilusion6 a los cientificos, llevandolos a concluir que no es posible
convertir una compuerta légica y en consecuencia un circuito l6gico, en un circuito
cuéntico. Sin embargo, entre 1980 y 1982, Tommas Toffoli y Edward Fredkin,
miembros del MIT (Massachusetts Institute of Technology) disefiaron compuertas
I6gicas reversibles de tres bits de entrada, capaces de ejecutar las operaciones l6gicas
NOT y AND. En la siguiente seccion se las describira detalladamente.

3.6 La compuerta de Toffoli

Esta compuerta consta de tres bits de entrada y tres bits de salida. Su forma de operar se
ilustra en la siguiente figura:

. A — y¥%=x
v | Toffoli | yx—y
z— ————— ¥ =z @ (xV)

Figura 3.21: La compuerta de Toffoli.

Y su tabla de verdad es
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Entrada Salida
X y z X* =X y*=y 7Z*=z®(X A YY)
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0

Se puede comprobar que el Ultimo bit z es negado si y sélo si los primeros dos bits x e y
valen 1. La compuerta de Toffoli es reversible, ya que al hacerla actuar dos veces se
obtiene la identidad.

X X X
v_—| Toffoli v Toffoli v
z Z& (XV)— (z&(xY) P Y=z

Figura 3.22: Reversibilidad de la compuerta de Toffoli.
En la siguiente figura se muestra el circuito légico asociado a dicha compuerta:

X 3 X

.
e

™,
——/ ) ZE(xy)

&

Figura 3.23: Circuito légico de la compuerta de Toffoli.

Su caracter de compuerta universal se resume en la siguiente ecuacion, en donde se
indica que puede actuar como una compuerta AND o una compuerta NOT 0 una
compuerta XOR:

XAy siz=0 (compuerta AND)
Z*=2@(XAYy)=< x®z siy=1 (compuerta XOR)
z six=y=1 (compuerta NOT)
La compuerta de Toffoli puede ser vista como una compuerta cuantica de 3-qubits, si se

la define por
UTOffOli'X, y, Z>:|lel Z®(XAy) >

Para hallar la matriz unitaria asociada a esta compuerta, se considera la siguiente base
ortonormal para el sistema formado por 3-qubits:

{1000>,|001>,|010>,|011>,|100>,[101>,[110 >, [111> }
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Y se calcula

Uroffoli | 000 >=|0,0, 0®(0A0) >=]|000 >
UToffoli | 001> =0, 0, 1®(0A0) >=|001 >
UToffoii | 010 >=]0,1, 0®&(0A1) >=]010>
Urtoffoli | 011>=|0,1, 1&(0A1) >=|011>
UToffoli | 100> =[1,0, 0@ (1A0) > =100 >
UToffoli | 101 >=|1,0, 1®(1A0) >=]101 >
UToffoli | 110> = 1,1, 0®(1A1) >=]111 >
UToffoli | 111> =1, 1, 1®(1A1) >=|110 >

Luego, la matriz correspondiente a esta compuerta es

Uoffoli =

o O O O O O O
o O B O O O O O
R O O O O O O O
O b O O O O O O

O O O O O O O k-
o O O O O o+~ O
o O O O O O O
o O O O O O O

Que claramente resulta unitaria.

3.7 La compuerta de Fredkin

Esta compuerta también consta de tres bits de entrada y tres bits de salida. En este caso,
los dos ultimos bits y, z se intercambian si el primer bit x es 0. En caso contrario,
permanecen iguales. La tabla de valores de esta compuerta se muestra a continuacion:

Entrada Salida
X y y4 X*= X y* A
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1

Para construir la funcion booleana correspondiente a la salida y* en términos de las
entradas X, Y, z, se suman los mintérminos. Estos se obtienen multiplicando las variables
X, Y, Z, negando aquéllas que valen 0, pero considerando sélo los casos en que y* sea
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igual a 1. Luego se aplican las propiedades aritméticas del Algebra de Boole. De este
modo se obtiene

Y¥=X YZ+XYyz+Xxyz+xyz=xz(y+y)+xy(z+z)=xz()+xy(l)=
=Xz

x| x|

+ X y
De manera similar resulta

Z*=XYZ+XYzZ+XYyz+Xyz=XYy(z+z)+xz(y+y)=xy(1l)+xz(1) =

ZTXYy+Xxz
Por lo tanto, la forma de operar esta compuerta en términos de las compuertas légicas
convencionales es la siguiente:

p A = x
¥ ——  Fredkin y¥=xy+xz
z | z*¥= Xy+ Xz

Figura 3.24: La compuerta de Fredkin.

Se puede verificar que la compuerta de Fredkin es también reversible, ya que al
aplicarla dos veces se obtiene la identidad. Su caracter de compuerta universal se
resume en la siguiente ecuacion, la cual indica que puede actuar como una compuerta
AND o0 una compuerta NOT:

_ XAy siz=0 (compuerta AND)
y*=xz+xy ={ _°
X siy=0,z=1 (compuerta NOT)

La compuerta de Fredkin también puede ser vista como una compuerta cuantica de
3-qubits, si se la define por

UFredkin [ X, ¥, Z>=|X, XY+ X Z, X y+XZ >

De manera similar a la probada para la compuerta de Toffoli, se puede demostrar que la
matriz asociada a la compuerta de Fredkin es

Ukredkin =

O O O B O O O O
O b O O O O O O
O O P O O O O O
P, O O O O O O O

O O O O O O O
O O O O O O+ O
O O O O O O O
O O O O O O O

Que es una matriz unitaria.

Las compuertas de Toffoli y de Fredkin revolucionaron la Computacion Cuantica ya
que se logré demostrar, al menos tedricamente, que todos los circuitos ldgicos pueden
implementarse en un circuito cuantico.
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En Marzo de 2016, investigadores de la Universidad de Giffith y de Queensland
(Australia) anunciaron que construyeron una compuerta cuantica de Fredkin, capaz de
intercambiar qubits. Este hecho pone de manifiesto que la Computacion Cuéntica es una
ciencia que recién comienza y que la materializacion de sus resultados tedricos se esta
Ilevando a cabo desde hace muy poco tiempo.

Para finalizar este capitulo y comprender mejor el funcionamiento de las compuertas
cuanticas, se mostrara un circuito cuantico capaz de transmitir informacién hacia un
lugar arbitrariamente alejado. Este hecho se conoce como teleportacion cuéntica,
concepto que se desarrollara en la proxima seccion.

3.8 La Teleportacion Cuantica

Esta técnica, sorprendente y no trivial, fue descubierta de forma teérica en 1993 por
varios cientificos, entre ellos, Charles Bennet (IBM Research Division, New York) y
Richard Josza (Déparetment IRO, Université de Montréal) y concretada por primera
vez de manera experimental en 1997, utilizando medios opticos. Su definicion es la
siguiente:

Definicion 3.3: Teleportacion Cuantica

La Teleportacion Cuéntica es un proceso que consiste en transmitir un estado cuéntico
desde un lugar A a otro lugar B arbitrariamente alejado de A y sin ningin medio fisico
que los una, por medio de un estado cuantico entrelazado que es compartido entre
AyB.

La teleportacion cuantica no involucra transporte de materia o energia, sino solo de
informacion. Este hecho rompe el mito de creer que la teleportacion cuantica es capaz
de transferir materia hacia cualquier lugar del espacio, como ocurre en las series de
ciencia ficcion.

A B A B

Holal Teleportacion Hola!

Figura 3.25: Ejemplo comparativo de teleportacion cuéntica: Se puede transferir la informacion
contenida en la hoja situada en la posicion A hacia la hoja situada en B. Pero la hoja situada en
A no se puede transportar a B.

Tampoco trae aparejada ninguna contradiccion con la Teoria de la Relatividad (es decir,
no implica transmisién de informacién a velocidades mayores que la velocidad de la
luz), pues A y B deben intercambiar cierta informacion por medios convencionales. Un
aspecto notable es que el estado a teletransportar no necesita ser conocido.

Debido a que la teleportacion utiliza un estado cuantico entrelazado, se vera
primeramente cdmo generar este tipo de estados desde el punto de vista matematico.
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Como generar un sistema de dos qubits entrelazados

Seanqi=| x>y Qg2=]|y> dos qubitscon X,y € {0 ,1}. Entonces, se puede generar
entre ellos un estado entrelazado mediante el siguiente circuito cuantico:

Hiz=
H — H|x>
Xor

|x=

ly=> ———— |H[x>@y>

Figura 3.26: Circuito cuantico que permite generar dos qubits g1 y g2 entrelazados, y que originalmente
estaban en estado x e y respectivamente.

Este circuito puede representarse también, de manera mas simplificada, del siguiente
modo:

| x>

H

|y =

b 4

Figura 3.27: Circuito cuéntico que permite generar dos qubits entrelazados, expresado en forma
simplificada.

Segln el Cuarto Postulado de la Mecanica Cuantica, el estado inicial del sistema
formado por los qubits | x > e |y > queda determinado por el producto tensorial

[x>® |y>

Luego de atravesar las compuertas H y Xor el sistema adquiere, de acuerdo a los valores
de los qubits | x> e |y >, uno de los siguientes estados entrelazados:

Bxy = Uxor(HIx>® |y>) conx,y €{0,1}.

Estos reciben el nombre de “Estados de Bell”. Por ejemplo, si x = y = 0 entonces

1
Boo = Uxor(H|0>®|0>)=Uxor($ (10>+[1>) ®|O>]:
_ 1 1
_Uxor(ﬁ(|O>®|O>+|1>®|O>)]: UXOI’[E (|OO> +|10>)j:
1 1
- UXOF(E ( | 00> +|10>) jzﬁ(uxor | 00>+ Uyor | 10>)=
1
=—( 00>+ | 11>
NSRS

Los célculos para los demas valores de x e y se efectian de manera similar. La siguiente
tabla ilustra los estados entrelazados que pueden obtenerse mediante este circuito:
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Entrada Salida
| x> ly>
1
0> 0> =—(]00>+] 11>
| | Boo ﬁ( | | )
10> 1> Bor=—=( | 01>+ | 10>)
J2
1
1> 0> =—(100>-]|11>
1
1> 1> =—(]01>-]10>
| | P11 \/5( | | )
Por ejemplo, si dos qubits estan entrelazados y su estado se describe mediante el estado
de Bell Bgg = %( | 00>+ | 11> ) significa que, en el momento de observar o medir

los dos qubits que componen el sistema, ambos estardn en estado 0 o bien ambos
estaran en estado 1, ya que la probabilidad de que ambos estén en el mismo estado es
igual a 1 (confrontar con la Definicion 2.6).

Antes de formalizar matematicamente el proceso de teleportacion de un qubit,
primeramente se explicara su procedimiento en forma coloquial, a fin de comprender
mejor su funcionamiento.

Como efectuar la teleportacion cuantica de un qubit.

Se tienen tres qubits: q, g1 y g2. Los qubits q y g1 estan con Alice, mientras que el qubit
2 esta con Bob, quien esta a millones de kilometros de distancia de Alice.

Alice (emisor) desea transmitir a Bob (receptor) la informacion acerca del estado del
qubit g que ella misma desconoce. Para llevar a cabo la teleportacion cuantica, se genera
un estado entrelazado entre los qubits g1 y Q2.

Alice ® Bob .

@ Entrelazamiento

Figura 3.28:Alice y Bob separados a gran distancia y sin ningin medio fisico que los una.

Alice disefia un circuito cuantico de dos entradas: la del qubit g, cuyo estado quiere
transferir, y la del qubit qi, que estd entrelazado con .. Finalmente, ella decide medir
los estados de los qubits g y q:. Cuando esto ocurre, el entrelazamiento entre g1 y Q2
desaparece.

Mientras tanto, el qubit g> sigue estando en un estado desconocido. Alice toma el
teléfono e informa a Bob qué mediciones obtuvo de sus dos qubits, las cuales pudieron
haber sido 00, 01, 10 6 11. De este modo Alice, mediante un medio fisico convencional,
comunica a Bob el valor de dos bits clasicos.

79



Alice .'J

o B

-P'

Figura 3.29: Alice comunica a Bob el estado de los qubits q y g1, una vez hecha la medicién.

Bob (@

En base al par de bits enviados por Alice, Bob transforma el qubit g> mediante una
compuerta cuéntica y asi recupera en g la informacion que originalmente estaba en g.

Explicacion matematica de como se realiza la teleportacion cuéntica de un qubit
Los pasos a seguir por Alice y Bob son los siguientes:
m Alice y Bob preparan un estado entrelazado entre dos qubits g: y g». Por ejemplo, se

supondré que crearon el estado entrelazado Bgg = %( | 00>+ | 11> ) .
m Alice y Bob se separan. Alice se queda con (1, el primer qubit del par entrelazado y
Bob con gz, el segundo par entrelazado.

m Alice quiere ahora transmitir a Bob el estado del qubitq=o |[0>+ 3 |1> quees
para ella desconocido.

De este modo se genera un sistema formado por tres qubits: g, g1 Y gz, con lo cual el
estado inicial de dicho sistema quedara descripto mediante un 3-qubit, que se llamara w.
m Alice aplica la compuerta cuantica Xor a sus dos qubits: q y qi.

m Alice aplica luego la compuerta cuantica de Hadamard al qubit q.

m Alice realiza una medicion sobre ambos qubits y obtiene dos bits clasicos b1 y b2, que
envia a Bob por un canal de comunicacion convencional.

m Bob aplica la transformacion 71 P2 sopre su qubit, de acuerdo a los bits recibidos
b1, b2 y donde X, Z son las matrices de Pauli:

1 0

0 -1

01
X= :
10
El esquema completo de la teleportacion cuantica se muestra en la figura siguiente:

El resultado obtenido por Bob sera q.
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T [E R,
Xor b
2 ALICE
q 1 /—-f\ — >
BAREERA DE ESPACIO J
} EOB
q 2 Zhl Xhz i

Figura 3.30: Esquema completo de la teleportacion cuantica.

Se pueden seguir los estados sucesivos del sistema aplicando paso a paso los operadores
correspondientes. Los detalles se dan a continuacion:

Estado del sistema antes de ingresar a la compuerta Xor

Segun el Cuarto Postulado de la Fisica Cuantica, el estado del sistema formado por los
tres qubits g, g1 Y g2 queda determinado por el producto tensorial

q® Poo=
=(a]0>+B|1> )@%(|oo>+ |11>)=%[0c|0> (100> + [11>)+B[1> (|00 >+ [11>)]
=%[a (1000 > + {011 >)+B (]100 > + [111 >)]

De este modo, el estado inicial del sistema queda descripto mediante el 3-qubit

W= %[a (1000 >+ [011>)+B (]2100 > + [111 )]

Estado del sistema luego de aplicar la compuerta Xor

Se debe tener en cuenta que la transformacion unitaria asociada a la compuerta Xor
opera sobre un 2-qubit de la siguiente manera

Uxor|xy>=|x,x®y> parax,ye{0,1}

En este caso, la compuerta se aplica a los qubits q y gi, cuyos estados estan
determinados, respectivamente, por las componentes X e y de cada 3-qubit | x y z > de
w. Por lo tanto, el proceso de atravesar la compuerta Xor queda determinado mediante
una transformacion unitaria U: definida del siguiente modo:

Ui xyz>=Uxor|xy> |z >=|X,X®y> |z >

Luego, teniendo en cuenta la propiedad de linealidad de Us, el sistema evoluciona hacia
el siguiente estado:
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wi=Uiw =U1(i[a (1000 >+ [011 >)+p (]100 >+ [111 >)]J:

NA

Uy [000 > +U; [011>)+B ((Up]100 > + Uy [111>) | =

:%[a(

Uyor [00>]0>+Uyg [01>[1>)+ (Uxor|10>|0>+Uxor|11>|1>)] =

:%[a(

|[00>]0>+ [01>[1>)+B (|11>]0>+ |10>|1>)]=

1
zﬁ[a(
000>+ |011>)+B (|110>+ [101>)]

:%[a(

Es decir,

Wi 1000 >+ |011>)+p (|110>+ |101>)]

- %[a(

Estado del sistema luego de aplicar la compuerta H

Esta compuerta opera sobre el qubit g, cuyo estado se describe por la componente x de
cada 3-qubit | x y z > de wai. Por lo tanto, el proceso de atravesar la compuerta H queda
determinado mediante la siguiente transformacion unitaria U:

Uz xyz>=H|[x > |yz >

Luego, aplicando nuevamente la propiedad de linealidad de U , el sistema evoluciona
hacia el siguiente estado:

w2 = Uz Wi = Uz( |000>+|011>)+[3(|110>+|101>)] =

1
ﬁ[a(
- %[a(Uz 1000>+ U, [011>)+B (U, [110>+U, [101>)]=

=%[0¢ (H[0>[00>+H[0> [11>)+B (H|1> 10>+H[1>[01>)]

Teniendo en cuenta que

H|0> =i|o>+i|1>

Z'"°7 R

1 1
Hll>= — |0>-—|1>

Resulta
w2 :% [ ((0>+[15) 00>+ (10> +]15) [11>) +

+B ((0>—[1>) 10>+ (|0>—[1>)[01>)] =
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% [ (1000 >+[100>+ [011>+[111>)+p (]010 > —|110 > +]001>—|101>)] =

% [ 100> (a|0>+B[1>)+ [01> (a]1>+B]0>)+ [10> (a|0>—B|1>)+

1
+|11>(a|1>—[3|0>)]=% Z |b1b2>(XbZZb1)q
b1,bp=10

En consecuencia, el sistema queda en el siguiente estado:

1

_1 by by
Wz—E Z |b1b2>(X Z )q
b1,bo=0

Donde b indica el estado del qubit q y b2 el estado del qubit qs.

Alice mide sus dos qubits

Los qubits que observa Alice son gy g1, que corresponden a los dos primeros qubits del
sistema. Al medirlos, obtiene uno de los cuatro valores b; b2 posibles, con
b1, boe{ 0,1 }. Por la Proposicion 2.4, el sistema colapsa al estado

ws= | by by >(xb2 zbl) q

Es decir,

ws=|by by (Xb2 Zbl) q>

Asi, el tercer qubit del sistema que es g2 y lo tiene Bob, quedo6 en el siguiente estado:
Pues

m Si b1 =0, bz =0 entonces

(X2 2") g=q=a|0>+p|1>

Luego

ws= | by by (be zbl) q>==]00 (a[0>+P|1>)>=0|000>+B [001>
Por otro lado, si se define

P ( X3=x) : La probabilidad de encontrar el tercer qubit del sistema (g2) en estado x
(conx=0 6x=1)

Resulta
P(X3=0) = | a|?
P(Xs=1)=| B
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En consecuencia, g tiene el mismo estado que (Xb2 Zbl) g. Por lo tanto,
m Sib1 =0, b2 =1 entonces
ba #b1) 4=
X2 Z1l)1qg=p|0>+a|l>

Luego
ws=| by b, (be zbl)q> =100 (B]0>+0[1>)> = B|000>+0 [001>

Por lo tanto
P(Xs=0)= B[
P(X3=1) = | a|?

De aqui resulta que g2 tiene el mismo estado que (XbZ Zbl) q. En consecuencia,

2= (Xb2 Zbl) q

De manera similar se demuestra para los demas valores de b1 y ba.

Alice envia la informacion a Bob

Una vez que Alice envié a Bob los valores de b1 y bz, Bob aplicara a g2 la compuerta
ZP1 P2 Entonces

Z% xP2 g, = ZP1 X2 (be zblq) _zh (xb2 xP2 )zblq _ZPy ZPg = ZM P — 19 = g

Donde | es la matriz Identidad.
De este modo, Bob recuper0 en g2 el estado del qubit q. m

Debe recalcarse que, para que se produzca la teleportacion cuantica, es necesario que
Alice le comunique a Bob el resultado de sus mediciones mediante un medio de
comunicacion convencional. Este hecho impide que haya comunicacién supraluminica
entre Alice y Bob, con lo cual no se estd violando la Teoria de la Relatividad, que
afirma que ningun objeto puede superar la velocidad de la luz.

Otra curiosidad de la teleportacion es que “pareceria crear una copia del qubit original”
(con lo cual se estaria violando el Teorema de no Clonacion). Pero esto no es asi ya que,
durante el proceso, el qubit original termina degradado en uno de los dos estados finales
|[0> 6 |1>.

Finalmente, cabe mencionar que en Junio de 2017 un grupo de cientificos de la
Universidad de Ciencia y Tecnologia de China, en colaboracion con la Academia de
Ciencias de Austria, lograron teletransportar el estado de un foton a una distancia de
1203 km desde un satélite hasta una estacion en la Tierra, pudiendo de este modo
romper marcas anteriores.

Con esta tecnologia en plena investigacion, los ingenieros se afanan en desarrollar una
nueva generacion de ordenadores cuanticos ultrapotentes cuyos sistemas no sélo seran
mucho méas veloces, también seran imposibles de hackear; si un pirata informatico
intercepta uno de los fotones entrelazados, el otro lo sabra. Sin embargo, aln se esta en
los albores de entender completamente el fendmeno de teleportacion.
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Capitulo 4: El paralelismo cuantico

El paralelismo cuantico es la propiedad que tienen los algoritmos cuanticos de efectuar
varias operaciones al mismo tiempo, en virtud del estado de superposicién que pueden
adquirir las particulas subatomicas.

A diferencia de los algoritmos clésicos, el paralelismo cuéntico es el principal
responsable del enorme potencial de computo que gozan los algoritmos cuanticos.
Gracias a esta propiedad, las computadoras cuanticas pueden valuar, en forma
simultanea, una funcion f(x) para multiples valores de x.

El Algoritmo de Deutsch- Josza, uno de los primeros algoritmos cuéanticos, es un claro
ejemplo que permite apreciar el funcionamiento y la potencia de los programas
cuanticos.

Propuesto por David Deutsch y Richard Josza en 1992, su finalidad es determinar si una
funcion booleana f(x1, X2, ..., xn) de n variables es constante (vale 0 en todas las
entradas o 1 en todas las entradas) o esta balanceada (es decir, si toma el valor 1 para la
mitad de las entradas y O para la otra mitad).

En este capitulo solo se explicara el algoritmo para funciones booleanas de una variable,
ya que simplemente se pretende mostrar como se logra el paralelismo cuantico mediante
la generacion de estados de superposicion cuantica.

4.1 Nociones previas

Segun se detall6 en el Capitulo 3, la compuerta de Hadamard opera sobre un qubit del
modo siguiente:

H|O>:i|0>+i|1>
J2
1 1
H|l>=—|0>-——=|1>
1>=pl0> 5

Asi, esta compuerta transforma los qubits | 0 > y | 1 > en estados de superposicion,
permitiendo estar en estado 0 y 1 al mismo tiempo.

Por otro lado, dada una funcién booleana de una variable f: {0,1} —{0,1}, la
compuerta cuéntica f, que opera sobre dos qubits, se define de la siguiente manera:

Us[x y>=|x, y ® f(x) >

Donde @ representa la suma modulo2y x,y €{ 0, 1 }.Dicha compuerta realiza las
siguientes operaciones:

Ut|00>=|0, 0 ® f(0)>= |0, f(0) >=]0>]|f(0)>
Ur]01>=]0, 1 @ f(0)>=1|0, f(0) > =|0>] f(0)>
Ut|[10>=|1, 0@ f1)>= |1, f(1)>=|1>|f(1)>

Ur|l1>=|1, 1@ f(})>= |1, f(1)>=]1>|f(1)>
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Donde f(x) es el complemento de f(x), para x = 0 6 1. Es decir,

) — 1sif(x)=0
(X)_{o si f(x) = 1

4.2 Algoritmo de Deutsch-Josza para funciones booleanas de una variable

Como se mencioné anteriormente, dada una funcién booleana f: { 0,1} —{ 0,1},

el algoritmo cuéntico de Deutsch-Josza determinaré si f(x) es constante o no.
El circuito cuéntico que implementa el algoritmo tiene dos entradas: |0 >y |1 >. Se lo
muestra a continuacion:

Paso 1 Paso 2 Paso 3
-
0> Ny
f
[ Hi1l=
11> —! & 1 —11)
£[|D> 11>

Figura 4.1: Circuito cuantico del algoritmo de Deutsch-Josza

Las operaciones que ejecuta el circuito son las siguientes:

Paso 1
Se aplica la compuerta de Hadamard a los qubits de entrada [0 >y |1 >:
1 1
HI0O>=—"—Z=|0>+ —=|1>
| 7z 7z
1 1
Hil>=—=]|0>-—=]|1>
| z'7 !
Paso 2

Se aplica la compuerta f al 2-qubit H | 0 >® H | 1 >. Previamente se calculara este
producto tensorial:

H[0>® H|1> =(i|0>+i |1>j®(

2 V2

=%(|00>-|01>+|10>-|11>)

1

V2

|0>-i|1>j:
2

Luego, al atravesar la compuerta f, y teniendo en cuenta que ésta representa una
transformacion lineal, resulta:

Uf(H|O>®H|1>):Uf6(|00>—|01>+|10>—|11>)}:

=%Uf( |[00>-|01>+|10>- |11 >)=%(Uf (100 >)—Us (] 01>)+ U (] 10 >)— U (] 11 >))=
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=%(|0> | f(0)>—|0> | f(0) > +|1> |f(1)> —|1> |@>):

=%(|0> 'O (o>-|15)+(1> ()@ (|0>—|1>))=

=%( (10> (0 O+1> (@) (10>-]1>) )=
= (10> (@415 (@) L (j0>-15)
2 2
N AN
~ N
Primer qubit Segundo qubit

El estado de superposicion del primer qubit resultante es notable, pues contiene
simultaneamente los valores f(0) y f(1). Es aqui donde se destaca el paralelismo
cuantico, ya que se estd calculando al mismo tiempo f(0) y f(1), que son todos los
valores que toma la funcion f. Por esta razon se dice que el Algoritmo de Deutsch-Josza
es como “mirar a la vez las dos caras de una moneda”.

A diferencia de lo que ocurre con los circuitos clasicos, donde el paralelismo se logra
mediante circuitos mdultiples, y cada uno computando f(x) para distintos valores de X,
aqui un solo circuito y una sola evaluacion computa ambos valores.

Paso 3

El primer qubit del paso anterior sera el que determinara si la funcién es o no constante.
Primeramente se le aplicard una compuerta de Hadamard, para luego someterlo a una
medicion. Al atravesar esta compuerta se obtiene:

1 1)f @ o) ) 1 (O) O
H(ﬁ (|0>(1) +|1> (-1) )J_\/EH(|O>(1) +]1> (-1) )_

1 £(0) 1 f(1) 1 f(O)E|O>+|1>j 1 f(l)(|0>—|1>j
=—— (-1 H|O — (-1 Hil> =— (-1 — " +—= (1 — " |=
(-1) 0>+ \/5( ) 11> \/E( ) + 2( )

2 NN 7

1 PRI O @) = JT 10> sif(0)=F(1)
2 |0>((1) +(1) )+2 |1>((1) 1) )_{i 11> si f(0) = (1)

En consecuencia, si al efectuar la medicion se obtiene 0, significara que la funcion es
constante. Mientras que si resulta 1, la funcion es balanceada. m
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Capitulo 5: Exponenciacion modular

La exponenciacion modular consiste en calcular

x2  (mod n)

Donde x,a €Z A neN. Se supone que tanto “x” como “a” y “n” son numeros de

L-bits (es decir, de L digitos binarios). El valor “L” dependera de la capacidad de
almacenamiento del procesador.

Para el caso del Algoritmo de Shor, “n” sera el nimero a factorizar, “a” representara
una superposicion de estados, mientras que “x” sera un numero fijo.

La operacion potencia modular es equivalente a calcular matematicamente x?, luego
dividir el resultado obtenido por “n” y finalmente tomar el resto de dicha division
entera. Sin embargo, calcularla de este modo implica varios problemas en cuanto a su
implementacion préctica. EI méas grave de ellos es el de almacenamiento. Si “x” y “a”
son numeros grandes (algo comdn en los sistemas criptograficos) es posible que los
requerimientos de almacenamiento del resultado x? sean imposibles de cumplir. Por esta
razon se han propuesto algoritmos para el calculo mas eficiente de la potencia modular.
De hecho, la parte del algoritmo de Shor que consume la mayor parte del tiempo y
espacio de memoria es precisamente la exponenciacion modular.

En este capitulo se mostrara un algoritmo para calcular la potencia modular, que
requerira O(L) espacio de memoria y O(L%) tiempo de ejecucion para computar
x2 (mod n).

Por otro lado, se mostrara como se disefia la compuerta cuantica para el calculo de la
exponenciacion modular.

5.1 Algoritmo para el calculo de la exponenciacion modular

[P 2]

Para calcular x? (mod n) se debe considerar, en primer lugar, el nimero “a” en su
expresion binaria. Teniendo en cuenta que “a” debe tener L-digitos binarios, resulta

a=agq4L_2 ..4a1 39y
Conaj=001,Vvi=0,..,L-1

De este modo, “a” expresado en base 10 es
L-1 _
a=> g?2
i=0
Por lo tanto
L-1 .
a2 L

) . ol
x? =xi=0 = J]x* 2° (mod n)
i=0

Este resultado da origen al algoritmo para calcular x® (mod n), cuyo pseudocédigo es el
siguiente:
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Potencia: =1

— Parai =0 hasta L - 1 hacer

Calcular x2I (mod n)

Si aj= 1 entonces

i
Potencia : = Potencia - x2
Fin Si

\— Fin Para

El resultado de x® (mod n)queda almacenado en la variable Potencia. Para el calculo de

i
x? se utiliza la siguiente propiedad algebraica:

1
X2 2

=X
2 2
X2 :(XZ)

Y en general,

i-veces

Luego, el pseudocddigo del algoritmo queda descripto del siguiente modo:

Potencia=1
X : = resto(X, n)

Si ag =1 entonces
Potencia: = x
Fin Si
Parai =1 hasta L - 1 hacer
/‘

i
* Calculo de x? (mod n) *
X = X2
X : = resto(x, n)

Si aj= 1 entonces
Potencia : = Potencia - x
Fin Si

\_ Fin Para
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Donde resto(x, n) es el resto de la division entera de “x” por “n”. El pseudicodigo para
el célculo de esta operacidn se muestra a continuacion:

€C_ 9%

Célculo del resto de la division entera de “x” por “n

Resto : = x
( Si X >0entonces
Mientras resto > n hacer
resto : = resto — n
Fin Mientras
Sino
Mientras resto < 0 hacer
resto : =resto +n
Fin Mientras

\ Fin Si

El siguiente ejemplo ilustrard cédmo se calcula la potencia modular mediante este
algoritmo.

Ejemplo 5.1

Calcular 13*° (mod 9) trabajando con 8 bits.

Solucion
En este caso, x =13 ,a=40,n =9y L = 8. Primeramente se expresa a= 40 en base 2,
utilizando L= 8 digitos binarios:

40=00101000

La siguiente tabla muestra los calculos efectuados al implementar el algoritmo,
aplicando las propiedades enunciadas en la Proposicion 1.4:

i a W2 132 (mod 9) Potencia modular
0 0 139 =13 4 :

1 0 42=16= 7 1

2 0 72=49 = 4 1

3 1 A2-16 7 TM)=7

4 0 7°=49= 4 !

5 1 42-16= 7 7(7)=49=4
6 0 72=49 = 4 4

7 0 42=16=7 4

Por lo tanto, 13*° = 4 (mod 9) m



5.2 Espacio de memoriay tiempo requerido para el calculo de la
exponenciacion modular

Primeramente se determinard el tiempo requerido para computar x2 (modn). En

general, un algoritmo ejecuta aproximadamente la misma cantidad de sumas y restas
que de multiplicaciones y divisiones. Por esta razén sélo se contaran las
multiplicaciones y divisiones que lleva a cabo el algoritmo de exponenciacion modular.
Al analizar cada linea del pseudocédigo resulta:

Potencia=1

X : =resto(X, n) No hay multiplicaciones ni divisiones pues son
sucesivas restas.

Si ag=1 entonces

Potencia: = x
Fin Si
— Parai=1 hasta L -1 hacer

X =x? L2 multiplicaciones pues x tiene L-digitos binarios.
X : = resto(x, n) No hay multiplicaciones ni divisiones.

Si aj= 1 entonces

Potencia : = Potencia - x L? multiplicaciones.
Fin Si

\— Fin Para

Por lo tanto, para cada i= 1, .., L- 1, se efectian 2 L? multiplicaciones. En consecuencia,

el total de operaciones aritméticas es 2 L2 (L — 1) = 2 L3 -2 2= O(L?).
De este modo queda demostrado que el algoritmo requiere O(L3) tiempo de ejecucion.

A continuacion se muestra el espacio de memoria que requiere el algoritmo. Para ello se
analizara la cantidad de bits que ocupa cada variable que interviene en el pseudocédigo,
teniendo en cuenta que “x”, “n” y “a” ocupan L-bits:

2 L bits para la variable Potencia

L  bits para la variable x

L  bits para la variable resto(x, n)

L bits para los digitos binarios aj, i =0, ..., L-1
2 L bits para la variable x?

Luego, se utiliza 2 L bits + L bits + L bits + L bits + 2 L bits = 7 L bits = O(L) bits.
Por lo tanto, queda probado que el algoritmo necesita O(L) bits de memoria.
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5.3 Disefio de la compuerta cuantica para el calculo de la exponenciacion
modular

El pseudocodigo que permite calcular x* (mod n) puede ser implementado facilmente

mediante una compuerta cuantica. La tnica “parte complicada” es cuando se calcula el
producto, como ocurre en las lineas 7 (x : = x?) y 10 (Potencia : = Potencia - x ).

Por esta razon solo se mostrara como disefiar una compuerta reversible que permita
calcular el producto modular de dos nimeros naturales “b” y “c”. Dicha compuerta
tendra por entrada al nimero “b” y como salida al producto “b ¢ (mod n)”. En este caso,
los nimeros “c” y “n” se definen dentro de la estructura de la compuerta.

Para que dicha compuerta sea reversible, debera ser capaz de recuperar “b*, lo cual sera
posible si existe ¢ (mod n). Por otro lado se sabe, por Teorema 1.1, que ¢ (mod n)
existe si y solo si med( ¢, n) = 1. La siguiente figura muestra un bosquejo del accionar

de la compuerta:

b be(modn) [ ]bcc '=b (modn)
— c,n ¢ 'n

Figura 5.1: Bosquejo de una compuerta cuantica que calcula bc (mod n)

La compuerta se disefia utilizando dos subrutinas:

Primer subrutind Resglt = 0 Result =b ¢ (mod n)

Segunda subrutina b c.n b=0

Figura 5.2: Compuerta cuéntica que calcula bc (mod n)

Primer Subrutina:

Consiste en calcular el producto b c. Para ello, si consideramos la representacion binaria
de “b”, es decir,

b = bL—l b|__2 bl bo
Entonces

L1 _
b: Z bi 2I
i=0
Por lo tanto

L1
bc=> b 2'c
i=0

En este resultado se basa el pseudocodigo para el calculo de bc, que es el siguiente:
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Subrutina 1

Result:=0
— Parai=0hastaL -1 hacer
Si bi= 1 entonces
Result : = Result + 2' ¢
Fin Si
“— Fin Para

Aqui, 2' ¢ puede ser calculado dentro de la estructura del pseudocddigo, teniendo en

(14 (1344

cuenta que si “c” esta expresado en binario, 2' ¢ agrega “i” ceros a la derecha de c.

Sequnda subrutina

Consiste en hacer b = 0. Este paso es necesario a fin de que la compuerta sea reversible.
Para ello se debe considerar que, como b ¢ quedo6 almacenado en la variable Result, y si
Result; son los digitos binarios de Result entonces

b ¢ = Result = Result; _; Result; _, ... Result; Result,

Entonces
L1 _
bc= )" Result; 2'
i=0
De aqui se obtiene
L-1 _
bect=Y Resultj 2' ¢
i=0
Por lo tanto
L-1 _
b= Resultj 2' ¢
i=0
En consecuencia,
L-1 ,
b~ > Resultj 2' c*=0
i=0

Se ha recurrido a este artificio matematico debido a que no se puede asignar
directamente a “b” el valor “0”, pues en ese caso no se tendria una operacion reversible,
y la reversibilidad es absolutamente necesaria en una compuerta cuantica.

En base a este resultado, el pseudocddigo para transformar b en 0 es el siguiente:

Subrutina 2
~— Parai=0hastaL -1 hacer
Si Resulti= 1 entonces
b:=b- 2 ¢t
Fin Si

~— Fin Para
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Verificacién de la reversibilidad de la compuerta

Ahora, si se aplican los valores de salida (b ¢, 0) a la misma compuerta pero con ¢ en
lugar de c, se podran recuperar los valores originales de las variables Result y b:

Segunda subrutina Result =b ¢ (mod n) Result =0

— C n
Primer subrutina b=0 b

Figura 5.3: Reversibilidad de la compuerta cuantica que calcula bc (mod n)

Para recuperar “b”

Como
L-1 _
bc= )" Result; 2'
i=0
Entonces

L-1 )
b= Resultj 2' ¢
i=0
Luego, para recuperar “b” se aplica la Subrutina 1 con “Result” en lugar de “b” y “b” en
lugar de “Result”. Es decir,
b:=0
— Parai=0hastaL - 1 hacer
Si Resulti = 1 entonces
b:=b+ 2'c?
Fin Si
~— Fin Para

Para recuperar en Result el valor “0”

Como
L-1 .
Result=bc=> b 2'¢c
i=0
Entonces
L-1 _
Result — > b; 2' c=0
i=0
Es decir,

L1 _
Result — > b; 2 (c‘l) 1:0
i=0



Luego, para asignar a Result el valor 0, se aplica la Subrutina 2 con “Result” en lugar de
“b” y “b” en lugar de “Result”. Es decir,

— Para i =0 hasta L - 1 hacer

Si bj= 1 entonces
(L
Result: = Result - 2 (c )

Fin Si
“— Fin Para
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Capitulo 6

Conclusiones
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Capitulo 6: Conclusiones

La Computacion Cuantica se encuentra en los inicios de su desarrollo y su marco
tedrico se basa en los Principios de la Mecanica Cuantica. El presente trabajo de tesis
brinda un enfoque matematico, con demostraciones y justificaciones detalladas, no sélo
de las propiedades cuanticas que se aplican para analizar el Algoritmo de Shor, sino
también del comportamiento de las particulas subatomicas. El rigor matematico
empleado facilitara al entendimiento de estos fendmenos tan complejos y servird de
complemento para otros temas de Fisica Cuantica.
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